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Uber diinne aus Methan in der selbstandigen elektrischen 
Hochvakuumentladung gebildete Schichten. 


Von 
R. Haefer, Graz. 


Mit 14 Abbildungen. 


(Eingelangt am 4, Februar 1954.) 


Zusammentassung. 


Es werden eine neue Methode zur Erzeugung diinner Schichten mit Hilfe der 
in vorangehenden Arbeiten [2, 3, 4] studierten selbstindigen elektrischen Hoch- 
vakuumentladung im transversalen Magnetfeld beschrieben und die bei der Zer- 
setzung von Methan in dieser Entladung erhaltenen Ergebnisse mitgeteilt. Die 
auf der Anode pro Zeit- und Flacheneinheit abgeschiedene Menge m Kohlenstoff 
ist im Bereich 10—* bis 10—* Torr unabhangig vom Druck und von der magne- 
tischen Induktion; sie ist nur von der Spannung U am Rohr und der Strom- 
dichte 7 an der Anode abhangig. Es ist m = F (U)+1%, wobei die Ausbeutefunk- 
tion F (U) auBer von U noch von der Art des Fillgases abhangt. Die Messung der 
Massen- und der Schichtdicke erfolgt mit dem Ubermikroskop. Als Grundlage 
hierfiir dient die Gradationskurve fiir Hellfeld und Kernstrahl, die fiir 80 kV 
Strahlspannung experimentell ermittelt und in Ubereinstimmung mit der 
von BorrieEsschen Theorie [1] gefunden wird. Anwendungen der Ergebnisse auf 
die Erzeugung von Abdriicken fiir die tibermikroskopische Praparationstechnik 
werden beschrieben. Dabei wird eine Wiedergabetreue von 3 my erreicht. 


I. Einleitung. 


Bei elektrischen Gasentladungen treten in allen bisher untersuchten 
Druckbereichen (0,1 bis zu einigen 1000 Torr) eine Reihe von Neben- 
erscheinungen auf: 1. Kathodenzerstaubung, und ferner beim Arbeiten 
mit nicht edlen Gasen 2. chemische Reaktionen zwischen Fiillgas und 
Elektrodenmaterial (elektrochemische Zerstaubung [7, 8]) und 
3. chemische Umsetzungen des Fiillgases infolge lonen- oder Elektronen- 
stoB [11]. Diese Erscheinungen sind bisher hauptsachlich in der Glimm- 
entladung untersucht und fiir mannigfaltige Anwendungen herange- 
zogen worden. Von diesen Anwendungen soll uns gegenwartig nur die 
Entstehung diinner Schichten interessieren und diese wiederum nur 
insoweit, wie sie durch chemische Umsetzungen des Fiillgases bewirkt 
wird. La8t man nach Konic [11] eine Glimmentladung in einer Atmo- 
sphare aus Kohlenwasserstoffen (z. B. C,H) brennen, so scheiden sich 
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auf den Elektroden, bzw. den darauf ruhenden Auffangern gleich- 
maBige feste Schichten aus einem Kohlenwasserstoffpolymerisat ab, das 
durch anschlieBendes Erwarmen oder durch ElektronenbeschuB infolge 
Dehydrierung in eine thermisch, chemisch und mechanisch duBerst 
widerstandsfahige Kohlenstoffschicht umgewandelt werden kann. Die 
so hergestellten Kohlenstoffschichten haben sich z. B. in der tber- 
mikroskopischen Praparationstechnik hervorragend bewahrt [12]. Nach 
KO6niG ist die Entstehung der Schichten folgendermafBen zu verstehen: 
Die Kohlenwasserstoffmolekiile werden, wie spektroskopische [13] und 
massenspektrographische Untersuchungen [14] zeigen, durch Elek- 
tronen- oder JonenstoB8 teils nur ionisiert, teils in geladene oder unge- 
ladene Bruchstiicke gespalten. Man erhalt z. B. schon bei dem ein- 
fachsten Kohlenwasserstoff Methan eine groBe Anzahl von Abbau- 
produkten (CH,+, CH,+, CH*+, C+ und H+). Neben diesen Abbdau- 
produkten beobachtet man auch eine groBe Anzahl von Au/baupro- 
dukten, die sich durch ein- oder mehrfache Zusammenst6Be der Abbau- 
produkte bilden. Beim Methan kommen z. B. Massen von 24 bis 30 
(C,+ bis C,Hg+) und von 36 bis 44 (C,+ bis CsHg*) vor. Noch mannig- 
faltiger ist die Anzahl der bei der Zersetzung von Benzol vorkommenden 
Abbau- und Aufbauprodukte, da die Zahl der médglichen Spalt- und 
Aufbauprozesse hier wesentlich gréBer ist als bei CH,. Da die ent- 
stehenden freien Radikalen eine auBerordentliche Neigung besitzen, sich 
zu hdoher molekularen Verbindungen zusammenzusetzen, bestehen die 
gebildeten Filme aus Polymerisaten dieser Radikale. Ihre Bruttoformel 
ist (CypHg)x, falls die Schicht aus C,H, in der Glimmentladung entsteht. 
Infolge des hohen Wasserstoffgehaltes haben die aus C,H, erhaltenen 
Filme eine z. B. fiir titbermikroskopische Abdruckverfahren vielfach noch 
zu geringe mechanische Festigkeit. Um ihnen die erforderliche Festig- 
keit zu geben, werden sie, wie erwahnt, einer Elektronenbe- 
strahlung unterzogen. Es bleibt dann ein reiner Kohlenstoffilm tibrig, 
wie Konic [10] durch Beugungsaufnahmen nachweisen konnte. 

Um das nach Aufbringen des Films auf tibermikroskopische Objekte 
beim Arbeiten mit C,H, notwendige Dehydrieren zu vermeiden, schlug 
GRASENICK [6] die Verwendung von Methan vor. Da namlich beim 
Methan die entstehenden Radikale niedriger molekular sind, als beim 
C Hg, ist bei CHy ein mechanisch festerer Film zu erwarten als bei CgH,g. 
In der Tat erweisen sich die mit CH, nach dem Glimmentladungsver- 
fahren von K6nIG erhaltenen Schichten als mechanisch so fest, daB sie 
ohne nachtragliche Elektronenbestrahlung fiir titbermikroskopische Ab- 
druckverfahren benutzt werden kénnen [6]. 

Ein weiterer Schritt, die Bildung von Polymerisaten — und zwar so- 
weit diese schon in der Gasphase erfolgt, hintanzuhalten, ist das Ar- 
beiten im Hochvakuum. Als dem Hochvakuumbereich zugehdérig sollen 
dabei, wie es konventionellerweise iiblich ist, Drucke < 10—-° Torr an- 
gesehen werden. In diesem Fall ist im allgemeinen die mittlere freie 
Weglange der Molekiile groBer als die Abmessungen des Entladungs- 
raumes und somit die Rekombinationswahrscheinlichkeit der Radikale 
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im Entladungsraum sehr gering. Ein anderer Grund fiir das Arbeiten 
im Hochvakuum ist experimenteller Natur. Der Verbrauch an Fiill- 
_ gas ist bei 10—-% Torr einige 100 mal kleiner als bei einem Druck von 
einigen 1/10 Torr, wie er in der Glimmentladung erforderlich ist. Dies 
ist insbesondere dann von Bedeutung, wenn es sich um Gase handelt, 
die schwierig oder in nur geringen Mengen herstellbar sind. 

Das Arbeiten im Hochvakuum kann nun praktisch in zweierlei Weise 
verwirklicht werden: 1. Durch Verwendung einer Gliihkathode, wobei 
die emittierten Elektronen den auf der Anode gelegenen Auffanger 
treffen. Dieser Vorgang spielt z. B. im Ubermikroskop eine Rolle, da 
der Vakuumraum infolge der Fettdichtungen Kohlenwasserstoffe ent- 
halt [9]. 2. Durch die selbstandige Hochvakuumentladung unter Ver- 
wendung eines zum elektrischen Feld transversal gerichteten Magnet- 
feldes. Mit Hilfe dieser in vorangegangenen Arbeiten des Verfassers 
(2, 3, 4] auf ihre Eigenschaften der Ziindung und der Stromspannungs- 
charakteristiken untersuchten Form der elektrischen Entladung ge- 
lingt es, diinne Schichten sowohl durch Kathodenzerstaubung wie durch 
elektrochemische Zerstaubung oder Zersetzung des Fiillgases zu erzeugen. 
In der vorliegenden Arbeit soll eine hierfiir geeignete Apparatur be- 
schrieben und die Entstehung diinner Schichten zunachst nur durch 
Zersetzung des Fiillgases untersucht werden. Die Eigenschaften dieser 
Schichten erweisen sich unter anderem als von der Art des Fiillgases 
und dem Ort des Auffangers abhangig. In der gegenwartigen Unter- 
suchung wird Methan als Fiillgas verwendet und der Auffanger befindet 
sich auf der Anode. Unter diesen Gegebenheiten soll das Gesetz des 
Schichtenwachstums ermittelt und die Eignung der erhaltenen Schichten 
fiir die iibermikroskopische Praparationstechnik studiert werden. 


II. Versuchsanordnung. 


Die selbsténdige Entladung im Hochvakuum betreibt man zweck- 
maBigerweise in einer zylindrischen Elektrodenanordnung, die zur Ver- 
meidung von Tragerverlusten durch seitliche Endflachen verschlossen 
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Abb. 1. Die beiden Schaltméglichkeiten zum Betreiben der selbstandigen Hochvakuumentladung. Das 
Magnetfeld ist axial gerichtet. 


ist [15, 3]. Das Magnetfeld ist konaxial zu den Elektroden gerichtet. 

Die Elektroden lassen sich nun auf zwei Arten schalten [15] (Abb. 1): 

Bei Schaltung A bilden der auBere Zylinder und die beiden Endflachen 

die Kathode und der innere Zylinder die Anode. Bei Schaltung B 
1* 
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ist der AuBere Zylinder die Anode und die Endflachen sind gemeinsam 
mit dem Innenzylinder die Kathode. Der Innenzylinder nimmt gegen- 
iiber den iibrigen Elektroden aus zwei Griinden eine Sonderstellung ein. 
Erstens ist an ihm bei geeigneter Dimensionierung der Anordnung die 
Stromdichte am gréBten, was fiir ein rasches Schichtenwachstum giinstig 
ist. Zweitens ist die Zufuhr an Substanz beim Innenzylinder weit 
gleichmaBiger tiber die verschiedenen Raumrichtungen verteilt als bei 
den iibrigen Elektroden. Dieser Umstand ist fiir die Umhiillung tber- 
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Abb. 2a. Versuchsanordnung. 
Abb, 2b. Lage der Objekttragerblenden aut der Innenelektrode der Versuchsanordnung Abb. 2 a. 
Abb. 2 ¢. 7-Loch-Blende des Siemens-Ubermikroskops. Der Film iiber der zentralen Bohrung ist zum Zwecke 
der Bestimmung der Massendicke durchstochen. 


mikrokopischer Objekte von besonderer Bedeutung. Es ist daher in 
Hinblick auf die Anwendung in der Ubermikroskopie zweckmaBig, die 
Auffanger fiir die entstehenden Schichten auf dem Innenzylinder an- 
zuordnen. Je nachdem, ob nun die auf der Anode oder auf der Kathode 
sich bildenden Schichten untersucht werden sollen, wird man Schal- 
tung A oder Schaltung B benutzen. In der vorliegenden Mitteilung be- 
schranken wir uns auf die auf der Anode entstehenden Schichten, das 
heiBt es wird nur Schaltung A verwendet. 
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Die Abmessungen des beniitzten Elektrodensystems zeigt Abb. 2a. 
Der auBere Zylinder ist seiner Lange nach und die Endflachen sind langs 
eines Durchmessers geschlitzt. Dies hat den Zweck, einerseits den 
_ Druckausgleich zu erméglichen und andererseits die Ausbildung von 
_ Wirbelstrémen zu behindern fiir den Fall, da8 ein magnetisches Wechsel- 
 feld verwendet wird. AuBerer Zylinder und Endflachen sind mit vakuum- 
- geschmolzenem Molybdanblech ausgekleidet, das die Stéreffekte der 
Gasabgabe und -aufzehrung in weit geringerem MaBe als andere sonst 
vielfach bei Gasentladungen verwendete Materialien wie z. B. Al, Fe, Ni 
zeigt. Nach langerem Betrieb ist eine Reinigung der Elektroden er- 
forderlich, um zu verhindern, daB gréBere Partikel auf die Auffanger 
fallen. 

Als Auffanger fiir die Schicht dienen die zum  Siemens-Uber- 
mikroskop nach E. Ruska und B. von Borriks gehorigen Objekttrager 
aus einer Gold-Platinlegierung, die mit einer Collodiumfolie tiber- 
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Abb. 3. U — B-Kennlinien der Anordnung Abb. 2 @ bei verschiedenen Drucken und verschiedenen Strémen. 
Schaltung 4, Methan. 


spannt sind. Diese Objekttrager sind in einer Langsrille des Innen- 
zylinders derart untergebracht, daB die Collodiumfolie gerade mit dem 
Rillenrand abschneidet (Abb. 2). Der Innenzylinder ruht isoliert in 
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Keramikteilen. Seine Lage ist durch ein kleines Gewicht auBerhalb des 
Entladungsraumes fixiert, so daB Drehbewegungen und damit ein Her- 
unterfallen der Objekttrager vermieden werden. 

Das Elektrodensystem befindet sich in einem Glasrohr, tiber das die 
Spule zur Erzeugung des Magnetfeldes geschoben ist. An dem einen 
Ende des GlasgefaéBes wird das Fiillgas (Methan) aus einem Vorrats- 
behalter iiber eine Kapillare zugeleitet; am anderen Ende ist tiber eine 
Falle fiir fliissige Luft eine dreistufige Hg-Diffusionspumpe ange- 
schlossen. Die Druckmessung geschieht mit einem Kaltkathoden- 
manometer [5], das fiir die benutzten Gase mit einem Mac-LrEop- 
Manometer geeicht wird. Die Verwendung von Planschliffen mit 
Gummiringdichtungen erméglicht ein rasches Offnen, bzw. SchlieBen 
der Apparatur. Vor Beginn des Versuches wird im Entladungsraum ein 
Druck unterhalb 10-* Torr hergestellt. Dann laBt man das Gas ein- 
strémen und nimmt die Entladung in Betrieb. Wahrend der Dauer des 
Versuches werden die folgenden, die Entladung bestimmenden Daten 
konstant gehalten: Druck #, Strom J, Spannung U am Rohr, magne- 
tische Induktion B. Das Magnetfeld wird, falls nicht ausdriicklich 
anders vermerkt, mit Gleichstrom erzeugt und fiir B der in der Spulen- 
mitte herrschende Maximalwert angegeben. 

Den Zusammenhang zwischen den vier Variablen der Entladung 
zeigt Abb. 3. Bei gegebenem Druck ist ein bestimmter Strom J bei einer 
Mannigfaltigkeit von Werten U — B méglich. Man hat es daher z. B. 
in der Hand, bei gegebenen Werten # und J die Spannung U in ver- 
haltnismaBig weiten Grenzen durch entsprechende Wahl von B zu 
variieren. Bei der magnetfeldfreien Entladung ist dies nicht méglich, 
da mit # und J auch U eindeutig gegeben ist. Die Schar der zu # = const., 
aber verschiedenen Strémen gehérigen U — B-Kennlinien 1aBt er- 
kennen, daB die Strom-Spannungscharakteristik (B und = const.) 
in dem untersuchten Druckbereich (f < einige 10~° Torr) steigend ist. 
Dies ist aber gerade das Kennzeichen der selbstandigen Hochvakuum- 
entladung [4]. 

Von den vier Bestimmungsgr6Ben der Entladung #, J, U, B sind je 
zwei innerhalb gewisser Grenzen frei wahlbar, wahrend die iibrigen zwei 
durch jene festgelegt sind. Durch geeignete Kombination von Ver- 
suchsreihen, bei denen je zwei der genannten GréBen konstant gehalten 
und die beiden anderen variiert werden, laBt sich die Abhangigkeit der 
Wachstumsgeschwindigkeit der Schichten von den einzelnen Be- 
stimmungsgr6Ben der Entladung ermitteln. 

Bei Drucken $> einige 10—-* Torr sind die Strom-Spannungs- 
charakteristiken fallend; die Entladung nimmt den Charakter einer 
Glimmentladung an. AuBerdem beobachtet man im Glimmentladungs- 
bereich auf der Kathode eine bedeutend stirkere Abscheidung von 
Schichten als im Hochvakuumbereich. Von diesen Schichten, die eine 
pulverf6rmige Struktur zeigen, kénnen einzelne Partikel auf die Auf- 
fanger auf der Anode fallen, wodurch unbrauchbare Ergebnisse erzielt 
werden. Dieses Verhalten entspricht véllig den bei der Verwendung von 
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CH, in der magnetfeldfreien Entladung gemachten Beobachtungen [6]. 

Die Massendicke (Dichte x Dicke, g/cm?) kann sehr bequem mit 
Hilfe des Ubermikroskops gemessen werden, indem man bei sehr kleiner 
Objektivapertur (6+ 10—%) das Verhaltnis der Strahlstromstirke J nach 
der Streuung in der Schicht zur Stromstirke J) des nicht gestreuten 
Elektronenstrahls unter sonst gleichen Bedingungen bestimmt. Bei den 
in dieser Arbeit untersuchten Massendicken und der genannten Objektiv- 
apertur gilt nach von Borrigs [1] 
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ist (y= Dichte in g/cm’, 4 = Atomgewicht, Z = Ordnungszahl, 
U = Strahlspannung in Volt). 

Die Messung. des 
Verhaltnisses J/I, ge- 
staltet sich besonders 
einfach, wenn man 
7-Lochblenden als Auf- 
fanger benutzt und die 
Folie bei einer der 7 
Bohrungen mit einer 
feinen, im Mikromani- 
pulator eingespannten 
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1 Abb. 4. Durchlassigkeit 1/7, von 80 kV-Elektronen in Abhangig- 
fes Bildauf dem Leucht- keit von der Dicke der Collodiumfolien (willktirliche Einheiten) 


schirm erhalt. Man bei geringer Objektivapertur (a, = 6. 10—*). 
-kann dann gleichzeitig 

die GleichmaBigkeit der Schicht kontrollieren und zu Fehlmessungen 
fiihrende Objektstellen wie Locher, Risse, Blasen im Collodiumfilm 
oder Verunreinigungen vermeiden. Die Messung der Strahlstromstarke 
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(10--!2 bis 10-™ A) erfolgt dadurch, daB der zu dem gut isoliert aufge- 
bauten Leuchtschirm gelangende Strom: iiber einen Hochohmwider- 
stand (1019 2) zur Erde geleitet und der Spannungsabfall an diesem 
Widerstand mit einer Elektrometerréhre bestimmt wird. Dabei wird 
in einer Kompensationsschaltung die Anodenstromanderung dieser 
Rohre gemessen, die der Stromstirke am Leuchtschirm proportional ist. 
Da es in unserem Fall nur auf das Verhaltnis 7/J) ankommt, kann der 
Einflu8 der Sekundiremission am Leuchtschirm unberiicksichtigt 
bleiben. Die Genauigkeit der Messung J/J) ist durch nicht zu ver- 
meidende zeitliche Schwankungen in der Stromanzeige gegeben, die 
durch Anderung der Emission der Elektrometerréhre (Oxydkathode), 
durch Erwarmung der Widerstaénde im Anoden- und Gitterkreis und 
durch Anderung der Batteriespannung verursacht sein kénnen. Im 
Bereich der mitgeteilten Messungen betragt die Unsicherheit einer 
Einzelmessung von I/I) 2%. Das Verhaltnis J/Z) haingt von der Ge- 
schwindigkeit des Elektronenstrahls ab; es wurde stets bei U = 80 kV 
gearbeitet. 

Auf die Méglichkeit einer besonderen Fehlerquelle ist noch Bedacht 
zu nehmen. Es ist dies die Bildung von Kohlenstoffschichten auf den 
Objekttragerfolien wahrend der Elektronenbestrahlung im  Uber- 
mikroskop. Diese durch Spuren von Kohlenwasserstoffen aus Dich- 
tungsfetten und gegebenenfalls dem Treibmittel der Pumpe hervorge- 
rufene Erscheinung hat in alteren Untersuchungen eine bedeutende 
Rolle gespielt [9]. Das zur Verfiigung stehende Siemens-Ubermikroskop 
U M100 hat jedoch eine Hg-Diffusionspumpe und eine Falle fiir fliissige 
Luft und ferner eine fettlose, das heiBt nur mit Gummiringdichtungen 
versehene Objektschleuse, die auBerdem vor Beginn der Messungen sorg- 
faltig gereinigt wurde. Wie Messungen an unbelegten Collodiumfolien 
zeigen, verringert sich die Durchlassigkeit unter den gewihlten Be- 
dingungen innerhalb einer Stunde um maximal 5%. Das entspricht 
einer entstandenen Schicht von nur 5 x 10-7 g/cm*h. Da eine einzelne 
Messung nur etwa eine Minute dauert, ist der EinfluB der Kohlenstoff- 
anlagerung gegeniiber der ohnehin vorhandenen, oben genannten Un- 
sicherheit zu vernachlassigen, 

Um die Eignung der beschriebenen Methode zur Bestimmung der 
Massendicke zu priifen, wurde ein Vorversuch ausgefiihrt, bei dem auf 
eine 7-Lochblende der Reihe nach Collodiumfilme in reproduzierbarer 
Weise aufgebracht werden. Vor jeder Messung hat man dabei den Film 
eine Zeitlang der Einwirkung des Elektronenstrahls auszusetzen, um 
die Folie in Kohlenstoff umzuwandeln [10], so daB man stets die gleiche 
stoffliche Beschaffenheit der Schicht hat. Das Ergebnis Abb. 4 zeigt, 
da die Methode auf alle Falle bis zu solchen Massendicken brauchbar 
ist, bei denen die Durchlassigkeit einige Prozent betragt. Das ist aber 
der in der tibermikroskopischen Praparationstechnik interessierende 
Bereich der Massendicken. 

Die Durchlissigkeit I/Z) der Schicht allein erhailt man dadurch, 
daB man die mit Schicht gemessene Durchlissigkeit durch diejenige der 
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leeren Folie (etwa 0,90) dividiert. Bestimmt man durch Wagung noch 
die zugehérigen Werte der Massendicke, so erhalt man als Zusammen- 
hang zwischen Durchlassigkeit und Massendicke die Gradationskurve, 
und zwar in unserem Fall diejenige fiir das Hellfeld bei Verwendung des 
Kernstrahls [1]. 

Um eine fiir die Wagung ausreichende Substanzmenge zur Ver- 
fiigung zu haben, la8t man auf einen der Stabanode eng anliegenden 
kurzen Platinzylinder eine Schicht unter definierten Bedingungen der 
Entladung eine hinreichend lange Zeit aufwachsen. Man macht dann bei 
der Umrechnung auf die Massendicke der Objekttragerblenden von der 


0 7 2 I 4,105 g/cmé 


Abb. 5. Gradationskurve ftir Hellfeld und Kernstrahl fiir Kohlenstoff bei Strahlspannung U = 80 kV und 
Objektivapertur ay = 6. 10—%. 
experimentell zuvor sichergestellten Tatsache Gebrauch, da8 die pro 
Zeiteinheit abgeschiedene Substanzmenge unter sonst gegebenen Be- 
dingungen konstant ist. Ferner ist die Verteilung der Massendicke tiber 
die Anode (Abschnitt III, 2) zu beriicksichtigen. Vor der Wagung wird 
die Schicht noch der Bestrahlung durch Elektronen im Endbildtubus 
des Ubermikroskops ausgesetzt, um zu erreichen, da die zur Wagung 
kommende Schicht in der gleichen Weise zu Kohlenstoff dehydriert ist 
wie diejenigen Schichten, an denen die Durchlassigkeit J//) bestimmt 
wird. Die Wagung erfolgt mit Hilfe der Mikro-Torsions-Schnellwaage 
nach G. GoRBACH! [18]. Die Bestimmungen der Massendicke sind 
auf + 10% reproduzierbar. 
1 Herrn Prof. Dr. G. GorRBACH sei auch an dieser Stelle fiir die Freundlichkeit 
gedankt, seine Mikrowaage zur Verfiigung zu stellen. 
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Ill. MeBergebnisse. 


7. Gradationskurve. 


Eine fiir U = 80 kV gemessene Gradationskurve (fiir Hellfeld und 
Kernstrahl) zeigt Abb. 5. Aus derartigen Messungen ergeben sich 
fiir die Aufhellungsdicke (I/I, = e—1 = 0,368) Werte zwischen 1,1 und 
1,3- 10-5 g/cm?. Andererseits errechnet man aus Gl. (2) fiir Kohlenstoff 
mit Z = 6, A = 12 und U = 80kV: y x’ = 1,32: 10-5 g/cm?. Die von 
Borriessche Theorie ist somit in guter Ubereinstimmung mit der Er- 
fahrung. Auf Grund der Gradationskurve kann man jetzt aus der ge- 
messenen Durchlassigkeit auf die Massendicke der Schicht schlieBen. 


2. Verteilung der Massendicke iiber die Anode. 


Diesen fiir die praktische Anwendung wichtigen Zusammenhang 
zeigt Abb. 6 fiir die Betriebsdaten = 1,2: 10-? Torr, J =2mA, 
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Abb. 6. Verteilung der Massendicke tiber die Anode bei Anordnung Abb. 2 a@ und Schaltung 4. Fillgas CH,, 
i= 2 lOmes Louw, 2 MA, Ui 590 Ve 


PL U = 590 V,, 6 = 240 Gaus 

oe Diese Verteilung der Mas- 
& sendicke entspricht offen- 
. bar im Einklang mit den 
Ergebnissen der folgenden 

ee U+ 580V Abschnitte der Verteilung 
2 P+ 12.10% Torr der Stromdichte iiber die 
Anode. Zur Untersuchung 
7 des Schichtwachstums 

op 7G 70 75 20 mA k6énnen daher nur Mes- 
Abb. 7. Pro Stunde auf der Anode abgeschiedene Massen- sungen miteinander Ver 
dicke in Abhangigkeit von der Stromstarke. CH,, p = 1,2. glichen werden, die sich 


.10—* Torr, U = 580 V. 
o 7 auf den gleichen Ort auf der 


Anode beziehen. Aus derVerteilungskurve erkennt man, daB fiir iibermikro- 
skopische Praparationsarbeiten nur die Strecke zwischen den Marken 
2 und 8 cm auf der Anode, also 60°%, der Gesamtlinge ausgenutzt werden 


kann. Auf dieser Strecke kénnen jedoch 24 Objekttragerblenden 
untergebracht werden. 
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3. EinfluB der Stromstarke. 


Die pro Zeiteinheit abgeschiedene Massendicke ist bei gegebenen 
Werten von # und U der Stromstirke J proportional (Abb. 7). Ein 
FinfluB der zur Anderung der Stromstirke notwendigen Anderung der 
magnetischen Induktion 5 ist nicht erkennbar. Wenn auch Versuche 
bei verschiedenen Anodenradien noch nicht ausgefiihrt sind, so geht 
man wohl nicht fehl in der Annahme, dab die pro sec erzeugte Massen- 
dicke bei konstantem # und U der Stromdichte i an der Anode pro- 
portional ist. 


4, EinfluB von Druck und magnetischer Induktion. 


Versuche bei verschiedenen Drucken im Bereich 4- 10—* bis einige 
10—* Torr zeigen, daB bei konstantem J und U die pro sec und cm? 
abgeschiedene Substanzmenge unabhangig ist sowohl vom Druck 
wie von der magnetischen Induktion B (Abb. 8a und b). Die Unab- 


eae) 
a L 4y 6 8 TW Te Hxl% Tor 0 700 200 GIUSS 


Abb. 8. Pro Stunde und mA Stromstarke auf der Anode abgeschiedene Massendicke in Abhangigkeit von 
a) dem Druck, 6) der magnetischen Induktion. CH,. U = 850 V. 


hangigkeit der Wachstumsgeschwindigkeit von B ergibt sich auch aus 
Versuchen bei konstantem p und konstanten Werten 7 und U (hori- 
zontaler Ast der U — B-Kennlinie). 


5. Einflug der Spannung. 

Von ganz erheblichem Einflu8 auf das Schichtenwachstum ist hin- 
gegen die Spannung U am Entladungsrohr (Abb. 9). Daher ist es zur 
Erzielung reproduzierbarer Ergebnisse vor allem wichtig, auf Konstanz 
der Spannung zu achten. Die pro Amperesekunde abgeschiedene 
Substanzmenge, die wir als Ausbeute /(U) bezeichnen wollen, ist bei 
1000 V nur noch 1/15 des Wertes, den sie bei 330 Volt hat. Die in der 
Zeit ¢ bei der Stromdichte 7 an der Anode auf der letzteren pro cm? ab- 
geschiedene Substanzmenge m ist dann 

t= (UO) 4 t (3) 
Die Ausbeute /(U) hangt nur von der Spannung U am Rohr und der 
Art des Fiillgases ab. 
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Versuche bei Spannungen unterhalb 300 V lassen sich nicht aus- 
fiihren, ohne daB der Druck auf 10—? Torr und hoher gesteigert wird. 
In diesem Fall andert sich aber der Charakter der ganzen Erscheinungen, 
weil man es dann, wie oben dargelegt, nicht mehr mit der Hochvakuum- 
entladung, sondern mit der Glimmentladung zu tun hat. Erganzende 
Versuche insbesondere bei niedrigen Spannungen miiBte man in der 
Weise ausfiihren, daB man eine Gliithkathode in die Anordnung einbaut 
und die Entladung unselbstandig betreibt. 

Da nun bei einer Anodenspannung gleich der [onisierungsspannung 
des Methans (15 V) die abgeschiedene Substanzmenge sicher Null ist, 

Fi) diirfte die Ausbeute bei 
niedrigen Spannungen 
qualitativ den in Abb. 9 
| strichliert gezeichneten 
Verlauf haben. Der Cha- 
rakter dieser Ausbeute- 
kurve ist dann derjenige, 
den auch z. B. die Kurven 
der differentialen Joni- 
sierung durch Elektronen- 
strahlen in Gasen haben. 
Die Kurven der ditfferen- 
tialen lonisierung durch 
Ionenstrahlen in Gasen 
haben in dem hier vor- 
— liegenden Geschwindig- 
keitsbereich hingegen einen 
Oe mit der Voltgeschwindig- 

Abb. 9. Ausbeute F (U) fiir Schichtenabscheidung an der : 

Anode und Methan als Fiillgas. Strichlierter Teil hypothetisch. keit der Ionen monoton 
ansteigenden Verlauf. Dies 

ist ein Hinweis darauf, daB [onisierungs- und Spaltprozesse durch Elek- 
tronen eine entscheidende Rolle bei der Schichtenbildung auf der Anode 
spielen. E's erhebt sich dann die weitere Frage, ob die fiir die Schichten- 
bildung verantwortlichen Spaltprozesse im Gasraum oder auf der Anode 
selbst beim Aufprall der Elektronen stattfinden. Um dieser Frage nach- 
zugehen, wurde ein Versuch ausgefiihrt, zu dessen Erlauterung folgendes 
vorausgeschickt sei. In der Entladung flieBt ein Elektronenringstrom [4], 
dessen Richtung von der Richtung des Magnetfeldes abhangt. Die 
Elektronen haben also bei ihrem Aufprall auf die Anode eine Vorzugs- 
richtung ihrer Bewegung in tangentialer Richtung. Bringt man nun auf 
die Objekttragerblende ein iibermikroskopisches Objekt, z. B. MgO- 
Kristalle, auf und laBt eine Schicht aufwachsen, so beobachtet man im 
Bild auf der ,,Schattenseite der Kristalle eine bedeutend geringere 
Schichtdicke als auf der entgegengesetzten Seite, wo die Elektronen ab- 
gefangen werden (Abb. 10). Die Ermittlung der Richtung des Elek- 
tronenringstroms relativ zur Orientierung der Objekttragerblende wird 
dabei dadurch ermédglicht, da eine 7-Lochblende verwendet wird, bei 


Ss eee eee ae 
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der die Folien der zentralen Bohrung sowie einer weiteren der sechs 
ubrigen Bohrungen durchstochen werden. Auf diese Weise ist die Lage 
der Objekttragerblende sowohl auf der Anode der Versuchsanordnung 


Abb. 10. Abschattungen bei der Umhiillung eines tbermikroskopischen Objektes infolge des Elektronen- 
Tingstromes bei Verwendung eines magnetischen Gleichfeldes. Massendicke auf der objektfreien Folie 
1,5.10—* g/em®. VergréBerung 4900. 


Abb. 11. Hiillen von MgO, hergestellt in der Anordnung Abb. 2 mit Methan und einem magnetischen Wechsel- 
feld zur Vermeidung der Abschattungen. Massendicke auf der objektfreien Folie 5. 10—® g/cm*. VergroBerung 


3900. 


wie auch spater im Ubermikroskop definiert. Aus diesem Versuch kann 
nun geschlossen werden, daB Spaltprozesse im Entladungsraum beim 
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Schichtwachstum auf der Anode nicht die entscheidende Rolle spielen. 
Hierfiir spricht auch vor allem die Tatsache, daB das Schichtenwachstum 
unabhangig von B ist, wahrend die Energie, mit der die Elektronen 1m 
Mittel im Gasraum stoBen, und damit auch die StoBausbeute im Gas- 
raum, von U/B abhangig ist [2, 3]. Es kommt somit als Ort, wo die 
Spaltprozesse vorzugsweise stattfinden, die Anode selbst in Frage. Es 
werden offenbar die adsorbierten CH,-Molekiile durch die auftreffenden 
Elektronen zerlegt und in ein festes Polymerisat umgewandelt. Man muB 
dabei in Erwagung ziehen, daB bei 10—? Torr 5 -1017 CH,-Molekiile/cm?sec 
auf die Anode treffen, wihrend bei einem Strom von 2 mA, mit dem 
meistens gearbeitet wurde, nur 1-104 Elektronen/cm?sec die Anode 
erreichen. Es stehen also jedem auftreffenden Elektron eine sehr groBe 
Anzahl von CH,-Molekiilen — fir 
die Spaltprozesse zur Verfiigung. Die 
Ausbeute, mit der diese Spaltpro- 
zesse vor sich gehen, ist durch die 
Funktion F(U)  gekennzeichnet. 
Sie ist, wie auch die Ausbeuten von 
anderen ElektronenstoBprozessen 
von der Geschwindigkeit der Elek- 
tronen abhangig. Die Energie, mit 
der die Elektronen auf die Anode 
treffen, ist e U vermindert um einen 
Energieverlust durch unelastische 
St6Be im Gasraum. Dieser Energie- 
verlust diirfte 50 bis 100 eV betragen, 
da gréBenordnungsmaBig mit fiinf 
unelastischen St6Ben des Elektrons 
auf dem Wege von der Kathode zur 
Anode zu rechnen ist. Eine Druck- 
abhangigkeit der Ausbeute /(U) 
ist erst bei sehr viel niedrigeren Gas- 
drucken, als sie bei den beschriebenen 
Versuchen vorliegen, zu erwarten, 


Abb. 12. Ausschnitt aus Abb. 11 (rechts vom : 
ye-Strich) zur Vermessung der Wandstarke der und zwar dann, wenn die Zahl der 
Wiirfel 1, 2, 3. Wiirfel 1 weit exponiert Wiirfel 3 5 4s ; 9 

durch Objektteile abgeschirmt. Vergl. Tabelle. auf die Anode pro cm* und sec auf- 


VergréBerung 17 800. treffenden Elektronen vergleichbar 


wird mit der entsprechenden Zahl 
der CHy-Molekiile. Ftir die Auffassung, daB die Spaltprozesse in tiber- 
wiegender Anzahl auf der Anodenoberflache stattfinden, spricht neben 
anderen Beobachtungen [10] z. B. die Tatsache, daB es W. SCHEFFELS, 
M. HAHN und F. LENz [16] gelang, scharfe Bilder von Kaustikflachen 
elektronenmikroskopischer Objektive auf einer Collodiumfolie durch den 
Elektronenstrahl zeichnen zu lassen. 
Selbstverstandlich werden auch Spaltprozesse im Gasraum, und zwar 
insbesondere in unmittelbarer Nahe der Anode eine gewisse Rolle 
spielen, weil hier die Elektronenstromdichte und ferner die Wahrschein- 
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lichkeit, da& neutrale oder negativ geladene Spaltprodukte die Anode 
treffen, besonders groB sind. Weiter wire in Erwaigung zu ziehen, 
welchen EinfluB die Anodenzerstiubung durch negative Ionen auf das 
Schichtenwachstum hat. 


6. Anwendungen in der Elektronenmikroskopie. 

Die durch den Elektronenringstrom verursachten Schattenwir- 
kungen bei der Herstellung eines tibermikroskopischen Abdrucks kénnen 
vollig vermieden werden, wenn man an Stelle des magnetischen Gleich- 
feldes ein Wechselfeld (50 Hz) verwendet. Der Ringstrom wechselt 
dann seine Richtung im gleichen Rhythmus wie das Magnetfeld. Dab 
auch in axialer Richtung ein nahezu gleichmaBiges Aufwachsen der 
Schicht stattfindet, dafiir sorgen die Streuprozesse im Gasraum sowie das 
durch die Endflachen der Anordnung bewirkte Pendeln der Elektronen 
in axialer Richtung. Ein Beispiel 
fiir einen auf diese Weise erhaltenen 
Abdruck zeigt das Stereobildpaar 
Abb. 11. Es handelt sich hier um ein 
MgO-Praparat, das zunachst in der 
CH,-Atmosphare mit einer Schicht 
umhiillt und anschlieBend aus der 
Umhiillung durch verdiinnte HCl 
herausgeldst ist. Eine  Verfesti- 
gung der Hiillen durch Elektronen- 
bestrahlung oder durch Warmebe- 
handlung vor dem Herauslésen ist 
nicht erforderlich. Die Massen- 
dicke auf der objektfreien Folie ist 
5: 10-* g/cm”, also rund 40% 
der Aufhellungsdicke bei 80 KV. 
Dabei ist die Umhillung me- 


Abb. 13. Objekt Abb. 11, nur sehr viel starker 


chanisch fest genug, um den Bean- umbiillt, so daB es nur noch schwach durchstrahl- 
é 2 aa bar ist. Man erkennt deutlich die Eigenstruktur 
spruchungen beim chemischen Lé- der Schicht und die Abschirmung durch benach- 


barte Objektteile. Massendicke auf objektfreier 


sungsvorgang (osmotischer Druck, ee bs clant. Sec osene | 2500, 


Oberflachenspannung bei Ein- 

dunsten der Flissigkeitstropfen) 

standhalten zu kénnen. Als Testobjekt wurde MgO deshalb gewahlt, weil die 
Wiirfelform mechanisch ungiinstiger ist als eine verrundete Form und 
weil Verformungen durch den Losungsvorgang sich leichter an Wiirfeln 
als an K6rpern mit gekriimmten Oberflachen zu erkennen geben. Ferner 
gestattet dieses Objekt in bequemer Weise die Bestimmung der Wieder- 
gabetreue des iibermikroskopischen Abdrucks, indem man an den 
Wachstumsstufen [17, 6] den kleinsten noch auflésbaren Strichabstand 
ermittelt (Abb. 14). Auf diese Weise findet man bei einer Massendicke 
von 5: 10-® g/cm? auf der objektfreien Folie eine Wiedergabetreue von 
3 mu. Mit weiter wachsender Massendicke sinkt die Wiedergabetreue, 
weil sich eine Eigenstruktur der Abdruckschicht bemerkbar macht und 
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die Kontrastverhiltnisse ungtinstiger werden. Dies zeigt sehr deutlich | 
Abb. 13. Fs handelt sich hier um das Objekt Abb, 11, auf dem man die 
Schicht bis zu einer Massendicke von 27+ 10—® g/cm® in der Gasent- 
ladungsapparatur weiter anwachsen lie. AuBerdem erkennt man in 
Abb. 13 auch sehr deutlich cine Abschirmung bei der Schichtaufbringung 
durch benachbarte Objektteile, 


Abb. dd. Zur Bestimmune der Wiedergabetreue dient der kleinste noch auflésbare Strichabstand det 
Wachstitisstifon von MeO, Massendicke der objekttreion Police 6. 10" g/em®. Vergroterung 8&4 000 


Die Wandstirke der Wiirfelhtitlen, die man aus dem tibermikro- 
skopischen Bild in solehen lallen entnehmen kann, wo die Wiirfel- 
Hichennormale senkrecht zum Elektronenstrahl steht?, ist je nach Lage 
der Wiirfel etwas unterschiedlich, Dies rihrt, wie schon Abb. 13 zeigte, 
daher, dat} benachbarte Objektteile cine abschirmende Wirkung bei der 
Hitllenbildune austiben, Als Beispiel sind in der folgenden Tabelle die 
an verscluedenen Stellen des Objektes Abb. 11° ermittelten Wand- 
stirken aufpeftihrt, line VergréBerung des ausgewihlten Objekt- 
bereiches zeigt Abb, 12. Bei stercoskopischer Betrachtung erkennt man, 
dats} Wiirfel 1 am weitesten aus der Umgebung herausragt; Wiirfel 2 
hloet unterhalb Wiirfel 1 und Wiirtel 6 wiederum unterhalb des groBen, 
die beiden erstgenannten tragenden Wiirfels. Die Wandstirken dieser 
Wiirfel wurden an den in Abb, 12 mit den Zahlen bezeichneten Stellen bet 
verschiedenen Massendicken an Hand der Photoplatte gemessen. Das 
Praparat wurde dabei in wechselnder Reihenfolge in die Gasentladungs- 
apparatur zur weiteren Schichtaulbringung und ins Ubermikroskop zur 
Herstellune des Bildes gegeben, 

2 Der bei der Ausmessung der Wandstiirke entstehende Fehler hiingt von 
he cos aab, wobet i die WiirfethOhe und aden Winkel zwischen Strahlrichtung und 
Wiirfolfichennormate bedeuten, Der Mehler ist um so kleiner, je niedriger der 


Wiirfel ist, Da a nicht penau bekannt ist, ist eine Fehlerangabe zur Zeit nicht 
mdplch, 
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nidicke auf der objektfreien 5 15 12 | 165 


, Folie (g/em?- 10) ) 
Wandstarke (my) | 
\ von Wiirfel 1 39 54 77 120 
von Wiirfel 2 36 | 50 70 107 
von Wiirfel 3 23 | | 6 68 
Th tan at aon: 
hichtdicke (my) | 33 | wo | 110 


 berechnet mit y = 1,5 g¢/em* 


Die Zahlen der Tabelle zeigen das Ausma8 der abschirmenden 
Wirkung. Ferner ist die aus der Massendicke auf der objektfreien Folie 
und der gesondert bestimmten Dichte der Schicht 7 = 1,5 g/cm? er- 
rechnete Schichtdicke eingetragen. Man erkennt, da die berechnete 
Schichtdicke innerhalb 15°, mit der Wandstarke der exponiert liegenden 
Wiirfel fibereinstimmt. Es ergibt sich damit die Méglichkeit, Schicht- 
dickenmessungen mit Hilfe des Cbermikroskops durch Bestimmung der 
Wandstarke geeignet liegender Wiirfel auszuftihren. 

Uber zur Zeit laufende Untersuchungen tiber die Schichtenbildung 
bei Verwendung anderer chemischer Verbindungen, tiber die auf der 
Kathode entstehenden Schichten und fiber die gewOhnliche und die 
| elektrochemische Kathodenzerstaubung in der selbstandigen Hoch- 
_ vakuumentladung soll in spateren Mitteilungen berichtet werden. 
Herrn Dr. F. Grasesick danke ich fir wertvolle Hinweise in pra- 
hnischen Fragen und den Herren Dr.O. Reiter und ML Sc. A. 
 Mowamen fiir Unterstfitzung bei der Ausfihrung der Experimente. 
_ Forschungsstelle fir Elektronenmikroskopie. 

_ Graz, Rechbauerstr. 12. 
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Eigendruckverbreiterung der Rubidiumlinien 


2 = 7800,23 AE und 4=7947,60 AE 
und ihrer Zeemankomponenten in Absorption. 
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Mit 2 Tateln und 12 Abbildungen. 


(Eingelangt am 9. November 1953.) 


Inhalt. 


Es wird die Eigendruckverbreiterung der Rubidium-Resonanzlinien und ihrer 
ZEEMAN-Komponenten bei kleinen Driicken quantitativ untersucht und die Er- 
gebnisse mitgeteilt. 


Einleitung. 


Im Rahmen einer gréSeren Untersuchungsreihe tiber die Eigen- 
druckverbreiterung der Alkali-Resonanzlinien und ihrer ZEEMAN- 
Komponenten, wurde auch das Rubidium untersucht. 

Die auftretenden Schwierigkeiten bei der Temperaturbestimmung 
wurden auf folgende Weise beseitigt: 

Zuerst wurden die unaufgespaltenen Linien untersucht. Hiebei be- 
fand sich die Absorptionszelle in einem Thermostaten, dessen Tem- 
peratur mit zwei Thermoelementen bis auf + 0,1°C gemessen und 
standig kontrolliert werden konnte. Die Aufnahmen wurden dann 
mikrophotometriert und mit Hilfe der Schwarzungskurven die Halb- 
wertsbreite A J aus der Originalphotometerkurve bestimmt. Die Dampf- 
driicke # wurden aus der Formel 


log Dp = 7 Oot ae 
berechnet. Sie stammt von D. H. Scorr [1], der die Sattigungsdriicke 
fiir das Rubidium gemessen hat. 

Die Untersuchungsanordnung und die Auswertung der Aufnahmen 
ist in der Arbeit iiber die Eigendruckverbreiterung der Natrium- 
Resonanzlinien [2] im einzelnen beschrieben. 

Im zweiten Teil der Arbeit wurde die vorher gefundene Abhangig- 
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keit der Halbwertsbreiten A A von der Temperatur J, die in der Abb. 1 
graphisch dargestellt ist, als Eichkurve zur indirekten Temperatur- 
bestimmung bei den ZEEMAN-Aufnahmen verwendet. Der Vorgang bei 
dieser Methode ist kurz folgender: Vor und nach jeder ZEEMAN-Auf- 
nahme wurde je eine Aufnahme der Rubidiumresonanzlinien ohne Feld 
gemacht, und zwar ohne die geringste Anderung der Versuchsanordnung. 
Aus den, Halbwertsbreiten dieser Linien und der Eichkurve Abb. 1 
wurde dann die zugehérige Temperatur bestimnit. 

Diese Methode der Temperaturbestimmung ist sicher einer direkten 
Temperaturmessung weit tiberlegen, denn der zur Verfiigung stehende 
Raum zwischen den Polschuhen schlieBt praktisch die Anbringung eines 
direkten DruckmeBgerates aus. Die Versuche, in die Absorptionszellen 
Thermoelemente einzubauen, lieferten so ungenaue Temperaturwerte, 
daB an eine quantitative Auswertung nicht zu denken gewesen wire. 

Die apparativen und methodischen Einzelheiten dieser Unter- 
suchungen sind ebenfalls in einer fritheren Arbeit [3] genau beschrieben 
worden. 


Ergebnisse. 


Die Ergebnisse des ersten Teiles der Arbeit sind in den Abb. 1 und 2 
graphisch dargestellt. 
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Abb. 1 


Abb. 1 zeigt die Abhangigkeit der Halbwertsbreite A 2 von der 
Temperatur T. Diese Kurven dienten bei den ZEEMAN-Aufnahmen als 
Eichkurven fiir die Temperatur 7. 


Abb. 2 gibt den funktionellen Zusammenhang zwischen der Halb- 
wertsbreite und dem Dampfdruck # wieder. 
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Aus den beiden Abbildungen ist ersichtlich, daB genau so wie beim 
Natrium und Kalium, auch beim Rubidium die kurzwellige Linie starker 
als die langwellige Linie verbreitert. 
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Abb, 2. Abhangigkeit des Druckes » in mm Hg von der Halbwertsbreite 4A fiir die Rubidium- 
Resonanzlinien, 


Die von den verschiedenen Theorien fiir kleine Druckbereiche ge- 
forderte lineare Verbreiterung der beiden Linien ist nicht erfiillt. 


Die Ergebnisse der Druckverbreiterung bei der ZEEMAN-Aufspaltung 
sind in der folgenden Tabelle enthalten. 
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Die Abb. 3 bis 12 zeigen graphisch die Abhiangigkeit der 4 A vom 
Dampfdruck #. 

Aus ihnen sieht man, da die ZEEMAN-Komponenten der kurz- 
welligen Linie starker als die der langwelligen Linie verbreitern. Dies ist 
in Ubereinstimmung mit den unaufgespaltenen Linien. Die Linearitat 
der Druckverbreiterung ist auch hier nicht erfiillt. 
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Abb. 3—8. Abhangigkeit der Halbwertsbreite 4A vom Druck p fiir die ZEEMAN-Komponenten der 
Rubidiumlinie A=7800.23, AE. 


Die Bildertafel zeigt 14 Aufnahmen. Uber den ZEEMAN-Auf- 
spaltungen sind jeweils die zugehdrigen unaufgespaltenen Linien zu 
sehen. Aufnahme 1 wurde zur Auswertung nicht herangezogen, da die 
Absorption noch zu gering ist. Bis zur Aufnahme 7 ist das Aufspaltungs- 
bild regular, dann treten verbotene Komponenten, die von der Hyper- 
feinstruktur herriihren, auf. Die sechsfache Aufspaltung zeigt ab Auf- 
nahme 10 auch zwei 9/3-c-Komponenten. Aufnahme 14 wurde wegen 
der starken Verbreiterung nicht ausgewertet. Sie ist aber sehr inter- 
essant, da das Aufspaltungsbild eine deutliche Unsymmetrie zeigt. 

Eine genaue Betrachtung der Bilder zeigt beziiglich der Maximal- 
absorption der einzelnen Komponenten noch einige bemerkenswerte 
Details. 

Die 5/3-c-Komponenten der sechsfachen Aufspaltung weisen bis zur 
Aufnahme 7 eine kleinere Maximalabsorption als die 3/3-o- und 1/3-z- 
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Komponenten auf. In Aufnahme 8 ist sie bei allen Komponenten gleich. 
Bei 9 und 10 ist es gerade umgekehrt und bei Aufnahme 12 sind wieder 
die 5/3-Komponenten die schwacheren. 


ifs Komp. I = + 2/7 
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Abb. 10 


Abb. 9—10. Abhangigkeit der Halbwertsbreite 44 vom Druck p fiir die ZEEMAN-Komponenter 
der Rubidium-Linie 4=7947,60. 
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Abb. 11—12. Abhingigkeit der Halbwertsbreite 4A vom Druck ? fiir die ZeemMAn-Komponenten 
der Rubidium-Linie 2 = 7947,60. 


Bei der vierfachen Aufspaltung tiberwiegt die Maximalabsorption 


der 4/3-o-Komponenten diejenige der 2/3-~-Komponenten in steigen- 
dem MaBe. 
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Zusammenfassung. 


Die vorliegende Untersuchung der Eigendruckverbreiterung der 
Rubidiumresonanzlinien und ihrer ZEEMAN-Komponenten brachte 
folgende Ergebnisse. 


aks 
P= 7080, 70-5nm 
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Tafel I 
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Eigendruckverbreiterung der Rubidiumlinien. 


1. Die kurzwellige Linie verbreitert starker als die langwellige Linie. 

2. Eine Linearitat der Verbreiterung mit dem Dampfdruck wurde 
nicht beobachtet. 

3. Die ZEEMAN-Komponenten der kurzwelligen Linie verbreitern 
ebenfalls starker als die der langwelligen Linie. 


Tafel IT 
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4. Die Maximalabsorption der ZEEMAN-Komponenten ist verschieden 
groB und schwankt auSerdem noch innerhalb der Komponenten. 

5. Bei den héheren Driicken treten verbotene Komponenten auf, die 
von der Hyperfeinstruktur herrihren. 

6. Beim héchsten Druck zeigt sich eine Unsymmetrie des Auf- 
spaltbildes. 

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse fiir Natrium, Kalium, 
Rubidium und ein Vergleich mit den verschiedenen Theorien folgt in 
einer spateren Arbeit. 

Seinem verehrten Lehrkanzelvorstand, Prof. Dr. L. FLAmm, ist der 
Verfasser zu Dank verpflichtet, da dieser die Durchfiihrung der Arbeiten 
iiber die Eigendruckverbreiterung an den Na-, K- und Rb-Resonanz- 
linien und ihren ZEEMAN-Komponenten erst ermdglichte und _ stets 
forderte. 
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Ein statistisches Verfahren zur Lésung der Laplacesehen 
Differentialgleichung dureh elektronische Reehenmaschinen. 


Von 


Henning Harmuth 


Institut fiir Niederfrequenztechnik der Technischen Hochschule Wien. 


Mit 8 Abbildungen. 


(Eingelangt am 21. April 1954.) 


Ubersicht. 


Das Rechenprogramm elektronischer Rechenmaschinen wird meist durch Loch- 
streifen oder ahnliche Mittel gesteuert, die vor der Rechnung in mihevoller Arbeit 
fiir die zu l6sende Aufgabe hergestellt werden miissen. Eine wesentliche Verein- 
fachung dieser Vorbereitungsarbeit brachte die sogenannte Monte Carlo-Methode, 
die jedoch wegen der langwierigen Rechnung kaum eine Genauigkeit des Resul- 
tates von mehr als zwei Dezimalstellen erzielen laBt. Ein ahnliches, jedoch viel 
schneller arbeitendes Verfahren 1a8t sich vom Prinzip des bekannten GALToNn- 
Brettes ableiten. Dieses la8t sich elektronisch leicht nachbilden, indem man die 
liber das Gattron-Brett laufenden Kugeln durch elektrische Impulse und die 
' Nagel durch Speicher fiir diese Impulse ersetzt. Die elektronische Nachbildung des 
Gatton-Brettes leistet natiirlich viel mehr als das mechanische Modell. 


Einfiihrung. 


Wir wollen die LapLacesche Differentialgleichung 


A=) 
als Sonderfall der Warmeleitungsgleichung 
7) 
AO @ a 
ot 


fiir @U/et = 0 betrachten. Diese Differentialgleichung lautet als 


i 


Differenzengleichung fiir den eindimensionalen Fall geschrieben: 
(U+2AU)—(U+AVU) (U+AU)—U 
AX ANE: au Aly 
Ax At 


Mit 
Ca Oe 2A U, O,= EAU und Urs 0 
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erhalt man daraus 


U, —2U,+ U,=aA U; (1) 

wobei (A x)? 
A xz 
Cat (2) 


ist. 
Betrachten wir andererseits einen Ausschnitt aus dem GALTON- 
Brett (Abb. 1) und berechnen die Zahl der Kugeln B’, die in Zeile N = 2 
y, 2B L auf einen Nagel treffen. Die Zahl 
2 U7: o¥ der Kugeln, die in Zeile N auf die 


g ° einzelnen Nagel trifft(4, B,C, 2.2); 

. ~ A fe r oveg Sei bekannt. Falls bei jedem Nagel 

: B die Kugeln im Verhialtnis $/q¢ 

Abb. 1. Ausschnitt aus dem Galtonbrett. geteilt werden (p += he erhalten 
wir fir B’: 


Bo=@q@A+2p6qB4+f2C 
Die Differenz B’ — B wird daher: 


B—Bagta—a(}—pq)B+pC=1(4—2B + €)) 49) 


Fur p = ¢ => geht Gl. (3) in Gl. (1) tiber, wenn wir B’—_ B=AU,, 


A Neg 
A= U,, B= U,, C =U, und @=a4 ea 4 setzen. Durch die 
Beziehung « = 4 werden Langen- und ZeitmaBstab gekoppelt. Der 
stationare Zustand B’ = B gibt eine Lésung der Lapraceschen Dif- 


ferentialgleichung. 
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Abb. 2. Potential zwischen zwei Platten. 
Wir wollen ein Beispiel an Hand von Abb. 2 betrachten. Eine 
positive (+ 1) und eine negative Ladung (— 1) befinden sich im Ab- 
stand 4 voneinander; das entstehende Feld soll berechnet werden. 
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In der letzten und vorletzten Zeile der Abb. 2 sind neben den mit 
Hilfe des GaLton-Brettes errechneten Werten die exakten Werte an- 
-gegeben. Die Potentialwerte zwischen den beiden Ladungen stimmen 
recht genau. Beispielsweise betragt der Fehler fiir die Punkte 1/2 und 
— 1/2 beim zehnten Schritt nur noch 16/1024 = 0,15%. Im iibrigen 
Gebiet ist die Konvergenz jedoch auBerordentlich schlecht. Dies ist 
| weiter nicht verwunderlich, da man einigermaBen stationare Lésungen 
der Warmeleitungsgleichung erst nach einer Zeit erwarten kann, die 
groB ist gegen die Zeit, die die Warme bendétigt, um sich tiber das zur 
Verfiigung stehende Gebiet auszubreiten. Im Falle des GALToNn-Brettes 
bedeutet dies, daB die Zahl der Zeilen N groB gegen die Zahl der Spalten 
zwischen den Begrenzungen sein soll. 

Eine Methode zur Verbesserung der Konvergenz ist in Abb. 3 an- 
gegeben. 
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Abb. 3. Verbesserung der Konvergenz. 


Hier wird zum Wert jedes Punktes der geradzahligen Zeilen die 
Differenz zum Wert des entsprechenden Punktes in der vorangegangenen 
geradzahligen Zeile hinzugezahlt. Zum Beispiel betragt die Differenz 
zwischen den Werten 9/16 (Zeile 6) und 4/8 (Zeile 4) ein Sechzehntel, 
so daB der Wert 9/16 auf 10/16 erhéht wird. Man erkennt, daf in 
Abb. 3 zwischen den Ladungen 1 und — | schon in Zeile 4 der exakte 
Wert erreicht wird. 


Poissonsche Differentialgleichung. 


Zur Lésung der Potssonschen Differentialgleichung mit Hilfe des 
GALToN-Brettes gehen wir von der Warmeleitungsgleichung unter Be- 
riicksichtigung von Warmequellen aus: 

aU 
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Als eindimensionale Differenzengleichung geschrieben lautet sie: 
U,—2U,4+ U,=adA Ui—e (4) 
Betrachten wir nun wie frither einen Ausschnitt aus einem GALTON- 
Brett, dem jedoch zusatzlich bei jedem Nagel noch Rk Kugeln zuge- 
fiihrt werden, dann erhalten wir 


° vg A ° nach Abb. 4 folgende Gleichungen: 
+Ro BS. we hae Bio=Ag?+2Bpq+p?C+ | 
+Po +Ro +f o +Ro +fo 


+R(ptqg+R=AGP+ 
Abb. 4. Galtonbrett mit Quellen. 19 Bh q as p? Cc ae 2R 
B == Bawa —2[1 pq] B+p?C+2R= 
=[(A—2B40)+2R p+q=1 (5) 
Ubereinstimmung mit Gl. (4) wird erzielt, wenn man setzt: 
AZ, Bea U, C2 U5 Be-B=AG, 


a=a——=4 und. 8R=0 


Fir den stationaren Fall dU /ét = 0 erhalt man damit eine Methode 
zur numerischen Losung der Poissonschen Differentialgleichung 


AU =—o@. 
Grenzschichten. 


Zur Untersuchung, ob das Gatron-Brett fiir die Lésung der 
Lapiaceschen und Poissonschen Differentialgleichung auch Grenz- 


Mee of r schichten_ nachzubilden — gestattet, 

2 IN "PRE Jb ° wollen wir von Abb. 5 ausgehen. 
° ee ° Beiderseits der Grenzschicht 

é ; TOF et! . gilt Dlg =A und ,+4=1, daher 
ist $)=4,=1/2; in der Grenzschicht 

Abb. 5. Grenzschicht. sei das Verhaltnis #,/g. beliebig 


und nur die Bedingung #, + q, = 1 
bleibe bestehen. Wir erhalten daher: 


1 1 en 
B= Ag? + Bp. % + 92P1) + PC =7A re (Pe 4 @) Bre 


B= BS (pee 


Dies ist aber wieder Gl. (2), so daB sich das GALTON-Brett also auch fiir 
Lésungen an Grenzschichten zwischen verschieden gut leitenden Medien 
eignet: Ware beispielsweise in Abb. 5 das rechte Medium ein ideal 
leitender, isoliert aufgestellter K6érper, dann kénnte ein elektrisches 
Feld nicht eindringen (¢, = 0, p . = 1), seine Oberflache wiirde aber das 
Potential der Grenzschicht annehmen. 
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Mehrdimensionale Lisungen. 


1. Findimensionale Lésungen der Potentialgleichung lieBen sich durch 
pein zweidimensionales GALTON-Brett darstellen; zwei- und drei- 
|dimensionale Lésungen werden entsprechend durch drei- und vier- 
|dimensionale GaLton-Bretter wiedergegeben. Beim dreidimensionalen 
GALTON-Brett haben die ,,Kugeln™ drei Méglichkeiten, an einem ,,Nagel“ 


i 


Abb. 6. Mehrdimensionale Galtonbretter. 


jvorbeizulaufen, man erhalt daher eine Pyramide (Abb. 6a), deren 
einzelne Netzebenen den Zeilen des GALTON-Brettes entsprechen. 
} Wahrend beim zweidimensionalen GALTON-Brett immer die Nagel der 
}Zeilen N und N + 2 untereinanderliegen, liegen beim dreidimensionalen 
| die ,, Nagel’ der Ebenen N und N + 3 untereinander. Das vierdimen- 


}sionale GALTON-Brett laBt sich .~,. > 

| durch ineinandergeschachtelte eee i 5 JG i 

| Tetraeder darstellen (Abb. 65) ; Z 3 

} entsprechend liegen dann die bs, r? Je a} 
eNagel’ der Tetraeder N , P f : 
und N + 4 ineinander. a ° 

Wir wollen nun die L6- Spe Be eas 

sung einer zweidimensionalen ? Rae nk tS 
Aufgabe an Hand eines Bei- 1s we in 
spiels besprechen. Gesucht ee 2B > bh 
‘sei die Potentialverteilung J. @ b 
zwischen zwei groBen Platten, Abb. 7. Plattenformige Elektroden mit 


A x . di isch tehend Gitterstaben. 
die sich auf dem Potential Cee tee ee ee 


0, bzw. 10 befinden und zwischen denen Gitterstabe mit dem Poten- 
tial —-1 angeordnet sind (Abb. 7 a). 

Zur direkten Losung der Aufgabe kann man nach Abb. 76 zwei 
-Reihen von dreidimensionalen GALToN-Brettern mit der Ergiebigkeit 
Ound 10 anordnen und dazwischen mit wesentlich gréBeren Abstanden 
-GALTON-Bretter mit der Ergiebigkeit —1. Diese GALton-Bretter 


32 H. Harrmutu: Verfahren zur Loésung der LapLtaceschen Differentialgleichung 


kénnten nun einzeln bis zur Ebene N — die von der gewiinschten Ge- 
nauigkeit abhangt — ausgerechnet und-die Einzelergebnisse addiert 
werden. Es ist dabei nur zu beachten, daB die Punkte, die auf kon- 
stantem Potential gehalten werden, aus den GALTON-Brettern ,,heraus- 
zuschneiden“ sind; die an solche Stellen, gelangenden ,,Kugeln“ fallen 
dann aus dem Gatton-Brett heraus. Abb. 8 zeigt beispielsweise den 
GrundriB eines der GALTON-Bretter mit 
der Ergiebigkeit — 1, das vom Gitterstab 
G, ausgeht. Es wird an zwei Seiten durch 
die beiden Platten K und A_beschnitten 
und enthalt auBerdem Locher an den 
Stellen der Gitterstabe G,-1, Gn+1i usw. 

Die Tatsache, daB sich die Losungen 
der einzelnen GALtToNn-Bretter einfach 
superponieren, gestattet uns, obige Auf- 
gabe noch weiter zu vereinfachen. Lassen 
wir in Abb. 7 das Gitter weg, dann haben 
wir es mit einem eindimensionalen Problem 
zu tun, das praktisch der Aufgabe von 
Abb. 1 entspricht. Die Lésung ist in 
diesem Fall trivial, denn das Potential 
steigt linear von O auf 10 an. Diesem 
Potential tiberlagert sich nun das von 
den Gitterstaben erzeugte Potential. 
Wegen der Gleichheit aller Gitterstabe 
0 in Abb. 7 braucht man nur ein einziges 
GALTON-Brett zu rechnen, namlich das in 
Abb. 8 dargestellte. Eines ist noch zu 
beachten: Bei der Bestimmung des 
Abb. 8. Galtonbrett fiir den Gitterstab Potentials zwischen den zwei Platten 
ohne Gitterstabe erhalt man an den 
Stellen der Gitterstabe das Potential 10/3; fiihren wir die Gitterstabe 
ein und geben ihnen das Potential — 13/3, dann iiberlagern sich die 
beiden Werte und wir erhalten das gewiinschte Potential —1. Prak- 
tisch bedeutet dies, daB das GALToN-Brett der Abb. 8 an der Stelle 
Gy eine Quelle mit der Ergiebigkeit — 13/3 statt —1 haben muB. 
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Zusammenfassung. 


LapLacesche und Porssonsche Differentialgleichungen lassen sich in vielen 
Fallen mit Hilfe des GALton-Brettes auf mathematisch sehr einfache Weise lésen. 
Fiir eine gute Konvergenz des Verfahrens ist dabei erforderlich, daB das Potential- 
feld nirgends ins Unendliche reicht. 


Herrn Doz. PrAcHaAR, Herrn Dr. ZEMANEK und den Herren Dipl.-Ing. 
Kottas und Fucus danke ich fiir ihre freundlichen Anregungen. 
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Die Deformation von Elektronen-Beugungsringen 
dureh Linsenfehler. 
Von 
H. Griimm und J. Wagner. 
(Aus der Forschungsstelle fiir Elektronenmikroskopie der T. H. Graz.) 
Mit 6 Abbildungen. 


(Eingelangt am 24. April 1954.) 


Inhalt. 


Die Einschaltung von Elektronenlinsen in den Strahlengang von Elektronen- 


' Beugungseinrichtungen erlaubt es, gewisse giinstige Effekte zu erzielen. Dafiir 


hat man aber den Einflu8 von Linsenfehlern in Kauf zu nehmen, die eine Defor- 
mation der Beugungsringe bewirken. Besonders stark tritt dabei der axiale 
Astigmatismus in Erscheinung. Die Deformation von Beugungsringen stellt ein 
bequem zu beobachtendes Anzeichen fiir diesen Linsenfehler dar. 


1. Einleitung. 


Bei modernen Elektronen-Beugungsgeraten schaltet man in den 
Strahlengang Elektronenlinsen ein, teils um den MaBstab der Beugungs- 
ringe zu andern, teiis um den chromatischen Fehler zu korrigieren!. 
In einer solchen Anordnung kommen von der Objektfolie her konzen- 
trische ,,Elektronenkegel’‘, durchsetzen die Linsen und fallen auf den 
Schirm. Durch den Einflu8 der Linsenfehler kommt es zu einer Defor- 
mation der Kegelmantel, die auf den Schirm ,,projiziert’’ wird und sich 
in einer Verformung der Beugungsringe auBert. F. GRASENICK (Graz) 
hat uns darauf aufmerksam gemacht, dai man diese Erscheinung am 
handelsiiblichen Elektronenmikroskop bequem beobachten kann. Da- 
durch wurde unsere Untersuchung angeregt und am _ Siemens-Uber- 
mikroskop UM 100 durchgefiihrt. 

Bei ausgeschalteten Linsen und zentriertem Strahlengang erhalt man 
das gewohnliche Beugungsbild mit konzentrischen Ringen. Erregt 
man nun die Objektivlinse ein wenig, so ziehen sich die Beugungs- 
ringe in bekannter Weise zusammen und es zeigt sich eine Defor- 
mation der Ringe — in unserem Fall ist sie ovalférmig. Erhoht man 


1 Vel. die Vortrage von R. BERNARD und M. Satvat, sowie von E. Ruska 
auf der 5. Jahrestagung der D. Ges. f. El.-Mikr. in Innsbruck (Sept. 1953). 
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die Durchflutung noch um ein geringes, so schreitet die Schrumpfung 
der Ringe fort und es treten Deformationen hodherer Ordnung auf 
(Abb. 1). Bei weiterer Steigerung des Spulenstroms erscheint im 
zentralen Fleck das Durch- 
strahlungsbild, das sich schnell 
ausbreitet und die Beugungs- 
figur tiberdeckt. 


Unserer Meinung nach 
handelt es sich bei diesen 
Erscheinungen vornehmlich 
um die Wirkung des axialen 
Astigmatismus?. Diese Auf- 
fassung wird unseres’ Er- 
achtens durch folgenden Ver- 
such bestatigt. Abb. 2 zeigt 
noch einmal die deformierten 
Beugungsringe. Nun wurde 
der Polschuh des Objektivs 
um etwa 90° gedreht. Wie 
Abb. 3 zeigt, dreht sich dabei 
Abb die ganze Beugungsfigur?. 
Nachtragliches Zentrieren des 
Strahlenganges bewirkt kaum 
eine Verdnderung. Die De- 
formation der Beugungsringe 
hangt also — offensichtlich 
mit der Unrundheit' des 


Abb. 2 Abb. 3 


Polschuhes, bzw. des Linsenfeldes zusammen. 


2 E. KoBERSTEIN (Diss. Graz 1952) hat auch bei ganz abgeschaltetem Linsen- 
system eine geringe Deformation der Beugungsringe gefunden und vermutet, daB 
es sich um eine Remanenz-Erscheinung handelt, bei der ebenfalls der axiale 
Astigmatismus im Spiele ist. 

3 Zufolge der verschiedenen Exposition kommt die Gleichartigkeit der 
Beugungsbilder in der Wiedergabe nicht richtig zum Ausdruck. 
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Auf diese Weise ergibt sich ein leicht zu beobachtender Test auf 
axialem Astigmatismus. Wir kénnen die Beugungskegel als genau 
'definierte Elektronensonden auffassen, die das Linsenfeld durchsetzen. 
‘] Thre Schnittkurven mit dem Auffangsschirm berichten uns von den 
‘| Symmetrieverhaltnissen im Feld. 


2. Bereechnung der Deformation in erster Niherung. 


Zunachst sollen nur Beugungskegel geringer Offnung in Betracht 
gezogen werden, deren Spitze in der Nahe der optischen Achse liegt, und 
deren Achse mit der optischen Achse einen kleinen Winkel einschlieBt. 
Die Unrundheit des Linsenfeldes sei vorgegeben und es soll die sich ein- 
stellende Deformation der Beugungsringe in erster Naherung berechnet 
werden. Man k6nnte dabei auf die bekannten Arbeiten iiber die 
astigmatische Elektronenlinse* zuriickgreifen. Dort wird jedoch nur 
eine kleine elliptische Stérung des Linsenfeldes beriicksichtigt, wahrend 
wir es hier im allgemeinen offenbar mit starkeren und nichtsymme- 
_trischen Einfliissen zu tun haben. Man koénnte das Approximations- 
_verfahren weitertreiben. Um die damit verbundene umfangreiche 
Rechenarbeit zu umgehen, kann man von folgenden Uberlegungen aus- 
gehen. Den Versuchsbedingungen entsprechend, kann die hinter dem 
Beugungspraparat liegende Objektivlinse als ,,schwach aufgefaBt 
werden (wir betrachten hier — als den allgemeineren Fall — nur die 
Magnetlinse. Die Ubertragung auf die elektrische Linse liegt auf der 
Hand). Es wird also geniigen, die Elektronenbahnen nach dem Para- 
meter der Linsenstarke k? zu entwickeln und mit der ersten Ordnung 
_ von k? abzubrechen. Bei guter Zentrierung wird ein bestimmter, her- 
} ausgegriffener Beugungskegel die Linsenmitte annahernd langs eines 
| konzentrischen Kreises durchsetzen. Ist nun das Linsenfeld unrund, so 
_ wird seine Brechkraft langs dieses Kreises variieren. Wir denken uns 
das Linsenfeld in einzelne tortensttickartige Sektoren zerlegt, innerhalb 
_ derer die Brechkraft als konstant angesehen werden kann. Eine heraus- 
- gegriffene Bahn wird dann einen bestimmten Feldsektor (in dem kon- 
stante Brechkraft herrscht) durchsetzen. Wir kénnen ihren Verlauf 
_ dann so berechnen, als ob sie zur Ganze in einem rotationssymmetrischen 
Feld eben dieser Brechkraft verliefe. Voraussetzung ist dabei, da sich 
die Bahn innerhalb des Feldes nicht zu stark weiterdreht. Das ist aber 
nach unseren Annahmen (,,schwache“ Linse) der Fall. Das besprochene 
Verfahren lauft also einfach darauf hinaus, die Bahnen wie im rotations- 
symmetrischen Feld zu behandeln, dabei aber den Parameter k? als 
Funktion des Azimuts der Meridianebene aufzufassen, in der das be- 
trachtete Elektron das Linsenfeld durchsetzt. 

Um den Fall, schiefer Beleuchtung mit zu umfassen, ist es vorteilhaft, 
das sogenannte ,,blendenfreie“ System zu beniitzen®. Abb. 4 veran- 


4 W. GraseErR, Z. Phys. 120, 1 (1942) und ,,Grundlagen der Elektronenoptik”’. 
Wien 1952. 

5 W. GraseEr, Ost. Ing.-Arch. III, 39 (1948) und W. GraserR und H. Grtmo, 
Ost. Ing.-Arch. VI, 360 (1952). 
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schaulicht die Festlegung der Bahnen in diesem System. Der be- 
trachtete Beugungskegel habe die Offnung y und gehe von der Stelle Po 
der Objektfolie aus. Die Achse des Beugungskegels sei durch die beiden 
Winkel &# und 7 festgelegt. Mit diesen Bezeichnungen lauten die 
Paraxialbahnen?: 


Abb. 4 


x(z) =10+s(z) + (y cosp— 8) - ¢(z) | ) 
y(z) = (ysiny +r—180')-t2) J 


Dabei bedeuten s(z) und ¢(z) zwei unabhangige Losungen der paraxialen 
Bahndifferentialgleichung 


d jl 1 
a , A <4) 2 = 0 2 

i WOri+ 7a ( a 2) 
und genitigen den Anfangsbedingungen s(z)) = 1, s’(%) = 0, #(%) = 0 
Mid =f (Zo)irl.  Kerners gilt 


6y/ = \ Say Bile (3) 


Die Lésungen s und ¢ kénnen durch irgendein Naherungsverfahren, am 
besten durch Entwickeln nach der Linsenstarke k? aus der Bahn- 
differentialgleichung gewonnen werden. Wir nehmen der Einfachheit 
halber an, da das Magnetfeld vom Typus des einfachen Glockenfeldes 


2) = 4 
1+ (g/d)? (4) 
sel, in dem sich (2) bekanntlich streng integrieren laBt®. 


Die Entwicklung der entsprechenden Lésungen 


(eee ee : 
SiN @ Sin wo mit - =ctg@ 
¢ 
‘ COS W(P—Po) , COSHYo Sin w (YP — po) ———; 
$==sin gy; ——— —— + - = —— F —Po und @ = \1 + k? 
sing 7) sin @ 


af (5) 


8 \V. GLasEeR, Z. Phys. 117, 285 (1940). 
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ergibt 
s(z) = 1+ h?- f(z) (6) 
a. t(z) = z— 2 + Rh? f,(z) 
mit 
ia ee 29 z 
hy= > (29 — 2) + > a(t . | (arcs — arcctg ;| 
In Abb. 5 ist die Lésung ¢(z) fiir den Fall 2) = — 104d fiir verschiedene 


Werte des Parameters k? dargestellt (mit y multipliziert, ergibt sich 


Abb. 5 


| daraus die Bahn fiir den Spezialfall # = 0, t = 0). Die kritische Linsen- 
starke fiir den Ubergang Abbildung-Beugung ist angenahert k? = 
P= —2d/nz = 2d/x fy. 

Die Schirm- oder Plattenebene befinde sich in z = zy. Wenn wir 
f(z») = @ und f,(z») = 6 einfiihren, erhalten wir mit (1) und (6) die 
' DurchstoBpunkte des Strahlenkegels mit der Schirmebene: 

Xp =1 (1 + ak?) + (% — 2 + DR?) (ycosy— #) (7) 

Vp = (%p —% + OR?) (vsiny +1+—10 0’) 

Die Linsenstairke k? ist vereinbarungsgemaB als Funktion des 
) Azimuts py aufzufassen. In der Regel wird die Unrundheit des Linsen- 
| feldes nur geringfiigig sein, so daB man mit einem kleinen Stérungs- 
parameter x schreiben kann 

Re ae be* 1 =e Ei(20) | (8) 
' SchlieBlich ist noch zu beriicksichtigen, daB auch die Bilddrehung® 


1 
Oz) =F (arts 7 — arcctg A Sai a a ry | (9} 


20 
| tiber & von y abhanegt. 
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Im einfachsten Fall stimmt die Achse des Beugungskegels mit der 
Feldachse iiberein (9 = 0, t= 0). Mit (7) und (9) erhalten wir 
1p = (%—2 + bk’) y; Gps Ok (10) 


Bei ganz ausgeschalteter Linse (k? = 0 ergeben sich die gewohnlichen 
Beugungsringe mit dem Radius 7) = y (zp — 29). Es gilt also bei ein- 
geschalteter Linse 

tg — 1p =—y Dk (yp); Op = Ck (11) 
Wenn wir fiir den Augenblick von der Bilddrehung absehen, zeigt (11), 
da8 der Abstand zwischen urspriinglichem und deformiertem Beugungs- 
ring (gemessen in radialer Richtung) der Linsenstarke proportional ist. 
Die Abhangigkeit der 
letzteren vom Azimut 
spiegelt sich also in der 
Winkelabhangigkeit von 
%)—7» wieder. Hierin 
liegt eine Moglichkeit, 
die Linsenstirke k? — 
auch in Abhangigkeit 
vom Achsenabstand — 
zu messen. 

Die Bilddrehung (9) 
wirkt in zweifacher Hin- 
sicht. Der erste Sum- 
mand  bedeutet eine 
Drehung der _ defor- 
mierten Beugungsfigur 
als ganzes. Der zweite 
hat eine weitere, von w 
abhangige Verzerrung 
der Beugungsfigur zur 
Folge. Setzt man z. B. im einfachsten Fall F(y) = cos2y, so be- 
wirkt (11) die Deformation der Beugungsringe annahernd zu Ellipsen, 
wahrend (9) eine charakteristische Zerdrehung zur Folge hat, die in 
Abb. 6 schematisch dargestellt ist. 

Es ist auch méglich, von den photographisch vorliegenden defor- 
mierten Beugungsringen auf die Winkelabhangigkeit von k? naéherungs- 
weise zuriickzuschlieBen, indem man sich der Beziehung (11) bedient. 
Allerdings gehért das fiir eine bestimmte Richtung y= const. er- 
mittelte ? zu einem etwas anderen Azimut, dessen Abweichung von y 
mit Hilfe von (9) ermittelt werden kann. 

Ist das Biindel nicht zentriert (#0, t+ 0), so treten weitere 
Deformationen auf, die sich nach (7) bestimmen lassen’. Ist die Linse 
nicht astigmatisch (k® = kg”), dann bleiben die Beugungsringe in erster 
Naherung auch bei Dezentrierung Kreise, doch ist ihr Ursprung gegen- 
iiber dem zentrierten Fall etwas verschoben. 


Abb. 6 


7 Die Abb. 1 bis 3 wurden bei méglichst guter Zentrierung hergestellt. 
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3. Kinflu® der Linsenaberrationen dritter Ordnung. 


In der Praxis kann man die Deformation der Beugungsringe als 
| Indiz fiir den axialen Astigmatismus verwenden (Justierung des 
Stigmators usw.). Dabei diirfte man mit den Gesetzen erster Ordnung 
auskommen. Bei weiter gedffneten Kegeln hat man Linsenaberrationen 
dritter Ordnung zu beriicksichtigen. Ihre GréBenordnung soll kurz 
diskutiert werden. 

Fur gewohnlich betrachtet man die Elektronenlinse im starker er- 
regten Arbeitsbereich, in dem sie abbildend wirkt. Es gibt dann eine 
definierte GAusssche Bildebene z = z, und man kann sich bei der Aus- 
wertung der Fehlerintegrale der Abbildungsgleichung bedienen. In 
unserem Fall existiert keine bestimmte Bildebene, sondern nur eine an 
beliebiger Stelle liegende ,,Plattenebene‘‘ z = z». Bei der Herleitung der 
Aberrationskoeffizienten diirfen wir also keinen Bezug auf eine GAuss- 
sche Bildebene nehmen. 

ZweckmaBigerweise bestimmt man zunichst die Glieder vierter 
Ordnung des gemischten Eikonals T, = T, (%9, Yo, ap, Bp), wobei unter 
ap» und £» die Strahlrichtungen in der Ebene z = zp zu verstehen sind. 
Mit Hilfe der Beziehungen 


a Al @ Fal 
4n-—2 (tn; 4y=—e(tr) (12) 


kann man die Strahlabweichungen in z = zp ermitteln. In die erhaltenen 
Beziehungen fiihren wir nun neue Strahlparameter %, Vo, dp, By ein® 
und bekommen so (bei yy = 0) 


A %p = By dy (dg? + Bo”) + [Fr (Bag? + Bo?) + 2 fr ay By] % + 


+ [(2C, + Dr) a9 + ¢r Bo] %” + Er %o° (13) 
A yp = By By (ao + Bo”) + [2 Fr ag Bo + fr (3 By? + 9?) ] % + 
+ (Dr Bo + Cr Ap) %q? + er XQ? (13) 


Es zeigt sich dabei — und dieses Ergebnis war von vorneherein zu er- 
warten —, daB die GrdBen B,, ... e, die gleiche Gestalt haben, wie die 
entsprechenden Koeffizienten bei der Abbildung im_ blendenfreien 
System®, nur daB an die Stelle der VergréBerung V der Ausdruck 


V@o itp’ /%, tritt und daB als obere Integrationsgrenze statt z, der Ort 
der Einstellebene z» zu nehmen ist. 

Die Auswertung der Aberrationsintegrale kann unter der Voraus- 
setzung einer schwachen Linse angendhert leicht erfolgen, indem man 
die Lésungen s(z) und ¢(z) durch Geradenstiicke approximiert. Hier 
seien die Aberrationskoeffizienten nur fiir die weitere Einschrankung 


8 Vgl. 5. Der Kiirze halber betrachten wir hier nur den symmetrischen Fall 
(t=O ==10)), 

9 Vgl. W. GLASER, Grundlagen der Elektronenoptik, Wien 1952, S. 413 ff. 
Aus Raumgriinden geben wir die betreffenden Integralausdriicke hier nicht wieder. 
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mitgeteilt, daB die Linse auch als ,,kurz‘‘ aufgefaBt werden kann. In 
diesem Falle schafft man durch eine partielle Integration die Ablet- 
tungen von s(z) und ¢(z) fort!® ersetzt im Linsenfeld s durch 1 und ¢ 
durch — 2) und erstreckt die Integration von — 0 bis + 00. Es ergibt 
sich fiir das Feld (4) 


Ane 2 2 
eee CG a | oa +32 7 


12 a? ty’ 2 7 12ae 122 
mk? sd aad Bee te 

sey pf = 5 k2 : 14 

ID), C d ty’ 5) F, ue | . ( ) 
Zo hk? 3 
ie 5 k? 4 

j 827 her | eee 3 2q k3 7 _ 3hia 
(in See a oe Adis "~ 8 dt,’ 


Bei ,,Abbildung“ statt ,,Beugung“ ist in den Beziehungen (14) an Stelle 
von ¢,’ einfach 1/V einzufithren!!. 


Wahlen wir wie bei dem in Abb. 7 dargestellten Beispiel zg = — 10d 
und setzen wir fiir k? = 10~?, so ergibt sich angenadhert B, = 41 d. 
Bei einer Apertur von y = 5-10~? erhalten wir mit (10) und (13) in der 
Einstellebene z» = 10? d die Abweichung 

19 — 1p = (78,45 — 0,51) - 10-2 d bei T= Oa (15) 


Der zweite Summand ist dabei der Beitrag des Offnungsfehlers. Wie man 
sieht, treten die Fehler dritter Ordnung nicht sehr stark in Erscheinung. 


MOE WRAL OS Sy, Chika 

11 Die Bildfehlerausdriicke werden besonders einfach im System mit Blende. 
Man gelangt dazu (14), indem man sich der Transformationen ®, S. 411, Gl. (120, 
6—7) bedient. Es ergibt sich 
1 2a 37 k8 
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Zur wellenmechanischen Theorie 
der elektronenoptischen Abbildung I. 


Von 


Walter Glaser und Giinther Braun, Wien. 
Mit 4 Abbildungen. 


(Eingelangt am 21. Mai 1954.) 


Zusammentassung. 


Es wird in Analogie zur Wellenoptik die der ScHRODINGERschen Wellen- 
gleichung gentigende Wellenfunktion y (z, ¥, y) aus ihren Werten in einer vor- 
gegebenen Ebene z = 3, mit Hilfe des GreENschen Integralsatzes bestimmt (ver- 
allgemeinerte KiRcHHOFFsche Formel); fiir die GREENsche Funktion dieses ersten 
Randwertproblems der SCHRODINGERSchen Wellengleichung werden mit Hilfe 
des Spiegelungsprinzips und eines Ansatzes, der zum bekannten W-K-B-Verfahren 
der Wellenmechanik analog ist, fir %—0O asymptotische Reihen abgeleitet. 


Zur Auswertung der sich ergebenden Beugungsintegrale wird die Methode der 
stationaren Phase angewendet und es werden die Ergebnisse der mathematischen 
Theorie der Methode der stationaren Phase angegeben. Ferner wird die geome- 
trisch-optische Bedeutung der Punkte stationarer Phase der Beugungsintegrale 
aufgezeigt, die Berechnung angegeben, die Zahl der Losungen diskutiert und der 
Zusammenhang mit der geometrischen Elektronenoptik und der Wellenmechanik 
dargestellt. Es wird gezeigt, wie sich die wellenmechanische Elektronenoptik 
organisch an die geometrische Elektronenoptik anschleBt und wie die Lésung des 
Beugungsproblems durch mit # ~0 asymptotische Reihen (halbklassische Losung) 
den Zusammenhang zwischen geometrischer Elektronenoptik und wellenmechani- 
scher Elektronenoptik herstellt. Es wird schheBlich die physikalische Bedeutung 
der Methode der stationaren Phase diskutiert. 


Kinleitung. 


Die folgende Arbeit befaBt sich mit der wellenmechanischen Theorie 
der elektronenoptischen Abbildung. 


Wenn wir annehmen, da8 auf Grund der Ergebnisse der allgemeinen 
Streuungstheorie die Wellenfunktion unmittelbar hinter der Objekt- 
ebene bekannt ist, so besteht die Grundaufgabe der Elektronenoptik 
darin, fiir ein gegebenes elektrisch-magnetisches Abbildungsfeld aus 
dieser Wellenfunktion in der ,,Objektebene“ die Wellenfunktion in jeder 
anderen Einstellebene zu bestimmen. Daraus kann nach bekannten 
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WARE GRTEEE Weert, 
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polenta rivepann > 
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gen. Dae bedenten yz, 4, ¥) wad Hz, 2, y) das skalare elektrische 
pass meaguctiecte VAtorpotential, zz, y cin kartesisches Rechts- 
ee Ng dex Kiammer stchenden linearen Dif- 
. AIYAALI. Kandwertproblem gist werden, yz, x, 
o ec 64.01.15 ecotcen uh seiner tie br 4: 
ie Hie acheensematechte Ebene z = zy gilt: 

Vey Ay Fy) ~ Yo %— Yo) (1,2) 
| ~ Dasch Ling Geese Auigabe ist die Intensitat im Halbraum z > 2% 
canst, Gas nett, Ge Avildung ist whlenmechanisch beschricben; 
a his y und % die Griten angenommen werden, die cinem dek- 


, eee Se Instetige aichanges 


Views man seticl y ~ yy od X— 0 setzt, nee (1.1) nich fox die 

> ree da thageliihrt werden, so dah 
tkdlzsen Deugunge heme dea Lichtoptik als Spezialialle in dem 
t beceanddtes Proviem onthalien sind. 

Wi itegiacs Ge Scxvinisceeshe Wdlengcichung als lineare 
ViteestiAgaicung wweter Ordaung von Aiptischen Typus 
Hike Geeexshen Integraisaties und der Gexexschen Funktion 
Gece (1,3) und (1,2) deimierten Kandwertproblemes. 
| Fir ee 9 Goes GAGA G des ht, pweanal stig dillerenziesbare 

tomes wt, 4,9), Wt, 4%, 9) Vilden wis Ge Differentialausdriicke: 
Da =t—#A—24218V +78 —2emyg)ju (13) 
Wl* em 6 —PA + 202i BV + (FW —2emyp)jv (1A) 
* it ascetic Go mm I sijungierte Dillerentialoperator, daher ist 
tl«—sIl* v an siistantiges Dillesential. Daraus fclgt 

cal abigail dadliaiady 
1d) 
ha rai ae the Gn Talgehiect + von G und wenden auf die 
Ste oon (15) Gem Gsvssschen Integralsstz an. Damit a- 
ms wis 


[ems —smeya =? A eV u— uo) +2e%0s| a 

.* (1,6) 

a 

~opape geiisite Vishennnmale da Hille. (14) wird als 

Gesexshe Formd beac. Ge amigicht &, die Wellenfunktion 

“4 249) in Gaem bestiemmten Raumpunkt Plz, %, 93) aus den 
istics son y ent dex Hille F von 1 mm bestimmen. Wir setzen 
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th == PY = (2%, )5 v =G(P, P,) = Gz, %, ¥, 21, %1, V1)- (1,7) 


wy und G seien Loésungen der SCHRODINGER-Gleichung, bzw. der dazu 
konjugiert komplexen Gleichung: 
p=: TIEG =i (1,8) 


Die GreENsche Funktion G(P, P,), die noch speziell durch ihr 
Singularitatsverhalten, ihr Verhalten im Unendlichen und am Rande 
von t festgelegt werden muB, soll, wie in den Argumenten angedeutet 
wurde, auBer vom Punkte P noch von einem Punkt P, (der nicht zu t 
gehdrt) abhangig sein. Von G(P, P,) wird vorausgesetzt, daB sie in der 
Umgebung von P, eine von P, ausgehende Quellstrémung darstellen 
soll, sie muB also, damit diese Quelle eine endliche und von Null ver- 
schiedene Quellstarke hat, im Punkte P, singular wie 1/r werden 
(ry Abstand P, P). P, selbst muB als singularer Punkt von G aus dem 
Integrationsgebiet t ausgeschlossen werden. Als Hiille von 7 wird eine 
Halbkugel H vom Radius R mit dem Mittelpunkt in 29, 0, 0, der von 
dieser Halbkugel aus der 
Ebene £, ausgeschnittene 
Kreis und die Kugelober- 
flache der um P, gelegten 
Kugel (Radius 7) gewahlt 
(Abb. 1). 

Wegen (1,8) verschwindet 
die linke Seite von (1,6) und 
es bleibt nur das Integral 
tiber die Hiille tbrig. Wir 
fihren die Integration tiber 
die Hille durch und gehen 
dann mit dem Radius der 

Abb. 1. Zur Herleitung von Gl. (1,18). Halbkugel H gegen Unend- 

lich, mit dem Radius 7 der 

Kugel AK gegen Null. Das Kreisstiick der Ebene Ey geht dann 

in die gesamte Ebene FE, das Integrationsgebiet t in den Halbraum 
z > % mit Ausnahme des Punktes P, iiber. 

Die einzelnen Teilintegrale tiber die Hiille F haben die folgende 
Gestalt: 


= . ow 0G ei ‘ 
A pape ik (. fore hee = A,y c| rv? dOx (1,9) 
K 
; ; . Oy dG 2e1% 
= | (Ga . 2 
Lge | | oR oes AnyG) R dQu (1,10) 
H 
= Mb: ow IG See” 
RE | (: Oz ? Oz r h Ary c| dX dVq (1,11) 
Ey 


wobei dQx und dQy die Raumwinkelelemente auf K und H sind. 
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Fir die Funktionen y(P) und G(P, P,) sind derartige Grenzbe- 


@ dingungen im Unendlichen (fiir R + oo) zu wahlen, daB J, = 0 wird. 


| (Ausstrahlungsbedingung.) Da es aus physikalischen Griinden immer 
~moglich ist, sowohl G(P, P,) (laut Voraussetzung) als auch p(P) (wegen 
der physikalischen Bedeutung der den Abbildungsvorgang vermitteln- 
den Elektronenstr6mung) so zu wahlen, daB sie auf H ausstrahlende 
Elektronenstr6mungen darstellen und wegen des Satzes von der Er- 
haltung der Teilchenzahl fiir derartige Elektronenstrémungen die 


Integrale 
| ov df 


mit RK — oo gegen einen endlichen Wert konvergieren, verschwindet Jy. 


Denn die SCHRODINGER-Gleichung ist eine Zusammenfassung der 
_ Aussagen der verallgemeinerten HAMILTON-JAcoBischen Differential- 
gleichung und des Satzes von der Erhaltung der Teilchenzahl und das 
angeschriebene Integral, in dem @ die Teilchendichte und » die Teilchen- 
- geschwindigkeit bedeutet, stellt den analytischen Ausdruck fiir die in 
der Zeiteinheit durch eine gewisse Flache strémende Teilchenzahl dar. 
Wenn man fiir 9 und v die Werte einsetzt, die den durch G(P, P,), bzw. 
| w(P) dargestellten Elektronenstr6mungen entsprechen und das Integral 
tiber (H + E,), bzw. (#) erstreckt, so stellen diese Integrale das erstemal 
die Quellstarke der durch G(P, P,) dargestellten Elektronenstrémung, 
das zweitemal die durch (£,) in der Zeiteinheit einstr6mende Elektronen- 
zahl [da y(P) in t tiberall regular, also die w-Str6mung dort quellenfrei 
ist] dar, also eine endliche GréBe. Im ersten Fall konvergiert nattir- 


lich auch 
| ov df 


H 


gegen einen endlichen Wert. Dies bedeutet aber, daB G und y auf H 
ausstrahlende Strémungen gewisser fester Teilchenzahl sind. Da 
mit R — oo »v gegen eine endliche GrdBe gehen muB, muB8 in beiden 
Fallen 9 = a? wie 1/R?, daher a und damit G und p wie 1/R gegen Null 
gehen. Durch Einsetzen in (1,10) erkennt man leicht, daB J, = 0 wird. 


Derartige Stromungsfelder entsprechen genau den durch technisch 
realisierbare Abbildungsfelder verwirklichten Elektronenstromungen. 
Wenn namlich, wie dies bei allen praktischen Anordnungen immer zu- 
trifft, samtliche felderzeugenden Stro6me und Ladungen im Endlichen 
liegen, geht fiir R—> oo MYz, x,y) > 1/R, lz,%,¥) > po die 
SCHRODINGER-Gleichung asymptotisch in die gewdhnliche Wellen- 
gleichung 


h2Awt+ por*-p=0; Ho = (2eM On) (1,12) 


iiber, so daB man fiir groBes R asymptotisch schreiben kann: 
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1 i i 1 . 
pa eltoR S" Ag (9,9) Sz» (1,13) | 
R R 
K=0 
3 1 
(E me e e (Po R)/h Br (9, ¢) RE (1,14) 
K=0 


wobei R, 0, g Kugelkoordinaten mit 2,0,0 als Ursprung sind; 
die technisch verwendeten Anordnungen ergeben somit genau das ge- 
forderte asymptotische Verhalten. 

Wir berechnen die GroBe J,. Da nach Voraussetzung G sich fiir 
kleine 7 wie l/r, @G/ér wie 1/r? verhalt, und y(P) regular ist, gibt zu J, 
nur der zweite Term von (1,9) einen Beitrag von der GroBe 


J = lim Joe oes et) rdQk (rtm | 5p Oe dQ (1,15) 
r—0 or 70 
Da (1,1) linear und homogen ist, k6nnen wir G so normieren, daf gilt: 
—tim fe dQx J, =— y(P). (1,16) 
r—0 


Zur eindeutigen foe von G(P, P,) miissen wir noch die Rand- 
werte von G(P, P,) fiir die Punkte P = Py der Ebene Ey vorschreiben. 
Wir verlangen 

GP ley) 08 (aD 
was nach bekannten Satzen tiber partielle Differentialgleichungen immer 
moglich ist. Durch Eintragen dieser Werte erhalt man schlieBlich das 
Ergebnis 


v(P) = {vals 99 5 dXy AVq- (1,18) 
«) & Pas l2, 

Zur Lésung des durch (1,1) und (1,2) definierten Randwertproblems 
gentgt es also, die GREENsche Funktion G(P, P,), die den Bedingungen 
(1,8), (1,16) und (1,17) geniigt, aufzusuchen. Durch (1,18) wird y im 
Halbraum z > 2, aus der gegebenen Verteilung wo(%o. Vo) in der Ebene Ey 
und dem vorgegebenen Abbildungsfeld, das in die GréBe éG/éz eingeht, 
bestimmt. 

Aus (1,18) kann man sogleich einen wichtigen Satz titber den Gruppen- 
charakter der durch die Integraltransformation (1,18) vermittelten ,,Ab- 
bildung" erkennen. Fiir Transformationen der Art (1,18) gilt namlich 
die Gruppeneigenschaft. Die Hintereinanderschaltung zweier derartiger 
Abbildungen ergibt wieder eine Abbildung, die formal ab gleiche Gestalt 
hat wie (1,18). Wir denken uns _hintereinander die’ Abbildungen 
y(Po) > y(Pz) und y(Ps) > y(P,) ausgefiihrt. Es muB also gezeigt 
werden, da die im gesamten erzeugte Abbildune p(Po) > (p(Pa) > p(P))) 
gleich ist der direkt erzeugten Abbildung p(Po) > p(P,). Mit der Fest- 
setzung 22 > 2, 2, > Zp (was keine wesentliche Einschrankung der All- 
gemeinheit bedeutet) wenden wir (1,18) zweimal an: 
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G 
v(Ps) = | et vlPa a (1,19) 
y(P,) = | ae: Ha Bendis (1,20) 
ts 


Die Abbildung (Po) > y(P) wird daher durch die Gleichung 


oP) = | p (Po) [See at Eo Ze) dfy df (1,21) 


0zB 02 


E, Ep 
beschrieben. Damit (1,18) und (1,21) fiir alle y(P,), p(P,) tiberein- 
stimmen, muB 

Gla ie [ 0G (Pz, P,) aG (Py, Ps) 


02 0zB 029 


af (1,22) 
Ep 

gelten. Diese Gleichung ist aber sicher erfiillt, denn fiir ein beliebiges 

m(zZ, xX, y) mit Z < zg muB 


G(P, p= |[ Se Wap Px) dfp (1,23) 


Fa 
sein, was unmittelbar aus (1,20) durch Vertauschen p(P) >G(P, Pz) folgt. 
Dies ist zulassig, da G(P, P,) simtliche fiir p(P,) verlangten Bedingungen 
erfiillt (insbesonders fiir alle z < zg endlich und stetig ist). Da also (1,23) 
identisch fiir alle P mit Z < zg gilt, kann man nach Z differenzieren und 


erhalt (1,22), wenn man wieder statt P P, schreibt, w. z. b. w. 

Der eben bewiesene Satz, der allein aus den Bedingungen (1,8) etc. 
fiir » und G folgte, kann nattirlich auch bewiesen werden, wenn £4 
durch eine beliebige geschlossene Hiillflache, die P, umschlieBt, er- 
setzt wird. 

Wenn (1,18) asymptotisch fiir i — 0 gelést wird, wie es die Aufgabe 
| dieser Arbeit sein wird, dann ist mit (1,18) gleichzeitig (1,23) und damit 
_(1,22) asymptotisch gelést. Wenn daher angenommen werden kann, daB 
die in § 2 abzuleitende Reihe asymptotische Loésung fiir G(P, P,) ist, 
dann ist damit auch gleichzeitig das asymptotische Gelten der 
Gruppeneigenschaft (1,22) nachgewiesen. 

Diese Gruppeneigenschaft hat fiir die Anwendung auf die wellen- 
mechanische Theorie der Elektronenoptik folgende bedeutsame Konse- 
quenz. Es kénnen, wie ausfiihrlich gezeigt werden wird, fiir G(Po, P,) 
bzw. we oe nur Ausdriicke angegeben werden, die fiir 2) < 2, < Z) 

0 
eindeutig und regular sind, wobei Po(Zo, Xo, Yo) der zum Punkt Po 
konjugierte Punkt des nach § 2 dem wellenmechanischen Problem zu- 
geordneten klassisch-mechanischen Problems (der geometrischen Elek- 
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Bina a, 0G (Pocky 
tronenoptik) ist. Wir kennen demnach fir eae bis zur 
0 

Kaustikflache des Punktes P, eine regulare und eindeutige Darstellung. 
Um y(P) fiir ein z,;>Z%,) zu bestimmen, kann man nach obigem eine 
Zwischenebene zz < Z, einfiihren, y(Pz) bestimmen und dann das Ver- 
fahren ein zweitesmal anwenden, wobei die Lage der Zwischenebene in 
die asymptotische Lésung nicht eingehen darf. [Unter der angegebenen 
Voraussetzung fiir G(P, P,), die nachzuweisen ware, was hier nicht durch- 
gefiihrt wird.] ; 


§ 2. Aufstellung der Greenschen Funktion. 

Wir kénnen die GREENsche Funktion, die den Bedingungen (1,8), 
(1,16) und (1,17) geniigt, am besten mit Hilfe des Spiegelungsprinzips 
herleiten, da nach (1,17) G(Po, P,) fiir alle P, verschwinden soll 
(Po(%, Xo, Vo); da das durch (1,1) und (1,2) definierte Randwertproblem 
nur fiir den Halbraum z > z, geldst werden soll, kann man fiir z < 2 
das elektrische und magnetische Feld in geeigneter Weise symmetrisch 
fortsetzen. Wir machen den Superpositionsansatz 

G(P, Py) =GilP, P23) + Gl) P>)- (2,1) 
G;(P, P,) soll fiir z > z) (1,8) und (1,16) erfiillen, aber nicht (1,17), soll 
also fiir alle Punktepaare P, P, (P 4 P,) des Halbraumes z > z, regular 
sein, fiir P = P, singular. Die Bedingung (1,17) wird durch G,(P, P,) 
erzwungen. G,(P, P,) soll im ganzen Raum (1,8) erfiillen und fiir alle 
Punkte P des Halbraumes z > 2) regular sein. 

Damit die Bedingung (1,17) erfiillt ist, miissen wir zwei Elektronen- 
strémungen iiberlagern, die beziiglich der Ebene z= 2) dermaen 
symmetrisch sind, da : 

G(Py, Py) =Gs(Pp, P;) +G(Py, Py) =0 (2,2) 
ist; da fiir z< z noch keine Bedingungen fiir das elektrische und 
magnetische Feld vorliegen, diese nur fiir z = zp stetig ineinander iiber- 
gehen miissen, kann man setzen: 

PZ %— 2, %, Y) = lz, x, V); W(2 z,— 2, %, y) = A(z, x,y). ~ Bs) 
Nach (1,16) stellt G,(P, P,) in der Umgebung von P, eine Quellstrémung 
dar; entsprechend dem Spiegelungsprinzip nehmen wir eine zu 
P,(21, %1, ¥,;) in bezug auf die Ebene z = 2%» spiegelsymmetrische Quelle 
gleicher Quellstarke im Punkte P,(2 2) — 2, x1, y,) an und setzen 

GP, Py == GB) Fat (2,4) 
Aus der Symmetrie der Anordnung folgt: 

- GP, Py) Sle eh (2,5) 
wobei P(2 z — 2, x, y) der zu P(z, x, y) in bezug auf die Ebene z =z, 
spiegelsymmetrisch gelegene Punkt ist. Insbesonders wird G.(P, P,) 
in P, in gleicher Weise singular wie G,(P, P,) in P,, nach (2,4) hat 
also G,(P, P,) in P; eine Quelle gleicher Quellstarke wie G,(P, P,) in P,. 
Die gegenseitige Lage der Punkte P, P,, P, P, ist in Abb. 2 dargestellt. 
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(2,5) driickt einfach die Tatsache aus, daB die symmetrische An- 
ordnung zweier Quellen gleicher Quellstarke im ,,gleichen Feld‘‘ symme- 
) trische Elektronenstrémungen ergeben mu. Aus (2,4) und (2,5) folgt, 
p daf fiir den Punkt P = P = Py (Po (2, %p, 3’)) (2,2) erfiillt ist. Die so 
} konstruierte GREENsche 
j Funktion geniigt also 
9 der Bedingung (1,17). 
Aus der Symmetrie 

beziiglich der Ebene 
2 = 2 folgt ferner mit der 
| Abkiirzung z = 22) — 
=—-z und beim Ver- 

tauschen P + P, P-+P 


Ptr j= GP, P,), 
(2,6) 
Fiir die Funktion Abb. 2. Zur Herleitung der GreENschen Funktion. 
ma(P, P,), die der 

} konjugiert-komplexen SCHRODINGER-Gleichung (1,8) geniigen muB, 
f machen wir nach WENTZEL KRAMERS-BRILLOUIN den Ansatz: 


G.(P, P,) =a(P, P,)e 7°”) (2,7) 
Wir setzen den Ansatz (2,7) in (1,8) ein. Wegen 


t 


WA Gie = (ra—atrs| Mae eal 


- und 
BERS 


2i i\? ” 
AS——VaVS+al_| (VS)*le ? 


; 
h 


+ erhalten wir die Gleichung 


AG.=|44 a 


8 £-MAata (VS + eUX)?—2em@]+ 
4+ aihAS+21hVaVS+ew}=0. (2,8) 


Simtliche Ableitungen sind nach den Koordinaten des Punktes P 
} durchzufiihren. 

. Da die SCHRODINGERsche Wellengleichung, wie bereits in § 1 ausge- 
| fiihrt, eine Zusammenfassung der verallgemeinerten HAMILTON- J ACOBI- 
~schen Differentialgleichung und des Satzes von der Erhaltung der 
Teilchenzahl ist, k6nnen die Gln. (1,1) und (2,8) nur in denjenigen Raum- 
| punkten gelten, in denen keine Quellen der Elektronenstromung vor- 
} handen sind; in den Quell- und Senkpunkten ist die SCHRODINGERsche 
Wellengleichung zu verallgemeinern, wie dies leicht mit Hilfe der 
| Diracschen Deltafunktion durchgefiihrt werden kann. Es gilt z. B. 
| fiir eine Quelle der Quellstarke 1 im Punkt P,(z, %4, ;) 


IT* G; = h? 6(% — %,) 6(y — 3) 0(z — 2,). (2,9) 


Acta Physica Austriaca. Bd. IX/1. 4 
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Man sieht sofort, daB fir PA P, I1*G, = 0, fir P= P, VEG. == CO 
ist, wie es fiir G, per definitionem sein muB. 

Fiir einen genaueren Beweis von (2,9) hatte man diese Gleichung 
iiber ein den Punkt P, umschlieBendes Gebiet t zu integrieren (z. B. eine 
Kugel vom Radius 7, um P,), die einzelnen Teilintegrale etwa mit Hilfe 
des Gaussschen Integralsatzes und Anwendung von (1,16) auszurechnen 
und dann das Integrationsgebiet t auf den Punkt P, zusammenzuziehen. 

Die Gl. (2,8) gilt daher nur mit Ausnahme des Punktes P = Py. 

Wenn man die GréBe a(P, P,) als komplex betrachtet, ist der Ansatz 
(2,7) natiirlich nicht eindeutig, wird erst eindeutig durch passend zu 
wahlende Zusatzbedingungen. Da (2,8) als komplexe Gleichung zwei 
reellen Gleichungen oder einer reellen und einer komplexen Gleichung 
entspricht, ist bei reellem S genau eine Zusatzbedingung moglich. Wir 
kénnen diese Zusatzbedingung so wahlen, daB S und a méglichst einfach 
bestimmt werden kénnen. Wenn wir verlangen, daB S der HAMILTON 
Jacosischen Differentialgleichung 

VS+euX?=2emp (2,10) 
des klassisch mechanischen Problems geniigt, muB a(P, P,) eine kom- 
plexe GréBe sein; durch diese Wahl werden vorteilhaft die Differential- 
gleichungen ftir S und a in den abhangigen Variabeln entkoppelt. Wenn 
man zuerst aus (2,10) S bestimmt, so ist dann bei bekanntem S die 
Gleichung 

atAS+2iVaVS+euN) =hAa, (2,11) 
der a(P, P,) geniigen muB, eine Differentialgleichung in a allein. 

S(P,, P) stellt das Punkt-Punkteikonal mit P, als Anfangspunkt 


und P als Endpunkt dar. Es gilt die Darstellung 
P 


Shae [ eempar—e YW - dr), (2512) 
P, 
wobei tiber die von P, nach P fiithrende Elektronenbahn zu integrieren 
ist und die Bogenlange von P, nach P positiv gezahlt wird. 


Wenn man die Gln. (1,1), bzw. (2,11) durch h?, bzw. h dividiert, 
lauten sie: 


Qet 2Qemoy —e? A? 
Ay+——aVy4 _ y = 0, (2,13) 


Aa— (VS +e) Va—TiAS-a=0 (2,14) 


Ein Vergleich von (2,13) und (2,14) zeigt die Bedeutung des W-K-B- 
Verfahrens; wie man sich durch einen rein formalen Ansatz tiberzeugen 
kann, ist eine Reihenentwicklung nach positiven Potenzen von A rein 
formal wohl ftir a méglich, aber nicht fiir y. Die Abspaltung des Faktors 

= — $ (P,P 
ee : die den ,,Wellencharakter‘‘ der Differentialgleichung aus- 
driickt, ist also notwendig, um die GréBe a(P, P,) formal in eine Reihe 
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nach positiven Potenzen von f entwickeln zu kénnen. Der Ansatz (2,7) 
erscheint somit als Analogon zur Grundlésung (1/7) e'*” der gewohnlichen 
Wellengleichung. 

Fiir alle P 4 P, machen wir den Ansatz 


a(P, P,) = >) a(P, P,)- a. (2,15) 
k=0 
Durch Einsetzen in (2,11) erhaélt man die Rekursionen: 
V {a (VS +eU)}=0, (2,16) 


tASa,+2iVa,(VS +e) =A az-y, el (2:17) 
mrur P > P.. 

Zur Lésung von (2,16), (2,17) ordnen wir (2,10) in bekannter Weise 
eine Stromung mit dem Geschwindigkeitsvektor 

myv=mis=(VS+eY%) (2,18) 

_ zu. Die Stromlinien dieser Strémung sind identisch mit den Elektronen- 
_ bahnen der geometrisch-optischen Elektronenbewegung. (2,18) ent- 
spricht einer von P, nach P gehenden Elektronenstrémung. Es gelten 
dann die Gleichungen 


Var VS+eX =mrvs.\Vaq% a VS+e 


(2,19) 


wobei da; /ds = s5-V az die Ableitung von a; e P,) in Richtung der von 
P, nach P fiihrenden Elektronenbahn ist. (2,17) erhalt damit die Gestalt 


=e 


VS eU| 1 ApA S'= Ai ap-4. (2,20) 


Fir die ew ien des “Punktes, P(@1%, 4) setzen wir die der 
geometrisch-optischen Bahn von P, nach P mit der Bogenlange von P, 
Back’ als Parameter ein: =. .2(s), #(s); v(s)act< Es sind dann die 
Koeffizienten der Differentialgleichung (2,20) nur mehr Funktionen 
von s und (2,20) kann als gewéhnliche lineare inhomogene Differential- 
_ gleichung erster Ordnung durch Variation der Konstanten geldst 
werden. 

Wir normieren die Lésung so, daB mit P > P, alle a, (P, P,) =9 
werden fiir k > 1. Wenn wir mit einer beliebigen Konstanten C 


P. 
: A S(P,,P(s)) ds 
7 S(P1,P(s))+e2 (P(s))| 
Gio) sSlne s, i221) 
setzen, erhalten wir die pears 
ie A ar—r(P(s), Pi) ds ‘ 
Bite arg: Bolt La) | V S(P,, P(s)) + e U(P(s))|ao(P(s), Py) 


(2,22) 


©1340), XOX, Nose, MGS}, 5 XO) shi 
4* 
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Dabei bedeutet P(s) = P(z (s), x(s), y(s)) den Integrationspunkt (Punkt 
auf der Bahnkurve von P, nach P) und alle Ableitungen sind nach den 
Koordinaten von P(s s) Garena! Da fiir die praktische Berechnung 
P ein fester und P, ein variabler Punkt ist, mu8 man statt der Stromung 
(2,18) die entpesengecetate Strémung von P nach P, betrachten. Wir 
verwenden die Beziehung 


SPP) Sap ter) (2,23) 
und andern die Stromungsrichtung, indem wir setzen 
mo=mvs =VS(P, P;)—eXU(P). (2,24) 


Wahrend (2,18) eine von P, ausgehende Quellstr6mung ist, stellt 
(2,24) eine Strémung mit P, als Senkpunkt dar; entsprechend ist die 
Bogenlange von P nach P, positiv zu zaihlen (ds ~ —ds). (2,21) und 
(2,22) erhalten damit die Gestalt: 


Py Py 
1 A S(P,,P(s)) ds 1 A S(P(s), Py) ds 
2 [7 S( Pi P(s))+erx (P(s))| 2 Ip SC(P(s),Pi)—eut (P(s))| 
a(P,Py))=Ce * =Ce P = 
20) 
und 
Ee Peewee rif ids ch) FS = 
ee IV S(Py, P(s)) +e U(P(s))| @o(P(s), Py) 
a = 1(P(s); P,) ds 
= (REP. : 2 
3 A shia, y= W(PQ)| a:(Pis), Py 


wobei alle A nenaneen in a on nach den Koordinaten des 
Punktes P(s) = P(z(s), x(s), v(s)) durchzufiihren sind. Daher mu8 man 
die sonst zur Berechnung verwendeten Elektronenbahnen s(z, 2,), 
i(z, 2,) durch die Bahnen s(z, 2), ¢(z,, 2) ausdriicken, da sonst die Dif- 
ferentiation nach den Koordinaten des ,,Anfangspunktes der Elek- 
tronenbahn durchzufiihren wire. 

Wir diskutieren die Bedeutung der Entwicklung (2,15); diese ist 
sicher im allgemeinen héchstens semikonvergent fiir h > 0; die Frage, 
unter welchen Bedingungen und in welchem Raumgebiet des P-Raumes 
der Ansatz (2,7) mit der Bedingung (2,10) und dem Reihenansatz (2,15) 
eine fiir k + 0 asymptotische Lésung von (1,8) ist, wurde bisher noch 
nicht mathematisch eindeutig geklart. Derartige Untersuchungen 
wurden bisher nur fiir die eindimensionale ScHRO DINGER-Gleichung 
durchgefiihrt. 

Ohne genauere Untersuchung kann man nur aussagen, daB Kon- 
vergenzschwicrigkeiten hesondered in der Umgebung des zum Punkte P, 
konjugierten Punktes der durch (2,18) detiniecten | Hloktronenstremuse 


auftreten werden. Aus der Bedeutung der GréBe aa (namlich der 


liber alle Richtungen gemittelte relativen Anderung der Teilchendichte, 
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h 


9 m 
| folgt, daB diese GréBe und damit die GréBen a;(P, P;) k > 1 gerade in 
| der Umgebung der Konvergenzpunkte der von P, ausgehenden Elek- 
) tronenstromung (2,18) von Bedeutung sein ed (Gebiete, in denen 
die geometrische Elektronenoptik versagt). 

Wir diskutieren die Bedeutung der Reihenentwicklung (2,15). Wenn 
man die Intensitatsverteilung der (2,7) entsprechenden Elektronen- 
stromung ermittelt, erhalt man durch Einsetzen in die Formel fiir die 
Elektronenstromdichte® 

h 
tis eye e Naas Vy—pVy*] + — ayy" (2,27) 
wieder eine Reihe, die nach Potenzen h h* fortschreitet. Das von h 
freie Glied der Reihe lautet: 


} wenn man um die charakteristische Linge / = 


4 fortschreitet)4 


it 
|4p %*| ay (V S--be Way ag*|v- (2,28) 


} Wenn man mit h — 0 geht, bleibt nur das erste Glied iibrig und die 
+ Stromdichte ist durch 

U lao = | Aq") 0 (2,29) 
} gegeben, wobei v durch (2,18) definiert ist. Es bleibt also nur das Glied 
a(P, P,) tbrig, das somit der klassisch-mechanischen Intensitatsver- 
teilung entspricht. Die Glieder a;(P, P,) (k >1) k6nnen so gewahlt 
werden, daB sie fiir einen bestimmten Punkt, z.B. den Quell- oder 
Senkpunkt P, verschwinden. Sie ergeben die wellenmechanische Modifi- 
kation der klassisch-mechanischen Intensitatsverteilung. 

Da die GréBen a;(P, P,) mindestens prinzipiell aus (2,25), (2,26) 
_ durch Integrationsprozesse bestimmt werden kénnen, wenn 4a(P, P,) 
und S(P, P,), also die klassisch-mechanische Intensitatsverteilung und 
die geometrisch-optische Elektronenstr6mung bekannt sind, kann mit 
Hilfe von (2,25), (2,26) prinzipiell eine wellenmechanische Intensitats- 
verteilung bestimmt werden, wenn das _ entsprechende klassisch- 
mechanische Problem gel6st ist. Fiir einen bestimmten Punkt, z. B. den 
Quell- oder Senkpunkt, tritt keine wellenmechanische Modifikation der 
klassisch-mechanischen Verteilung auf. 

Wenn z. B. wie hier, fiir a,(P, P,) die GréBen eingetragen werden, 
die einer klassisch-mechanisch beschriebenen Quellstromung mit der 
Quelle in P, entsprechen, so stellt (2,15) die wellenmechanisch modi- 
fizierte Quellstr6mung dar, wobei die wellenmechanische Modifikation 
im Quellpunkt P, verschwindet. 

Die Gln. (2,25), (2,26) machen es sehr gut deutlich, wie zwei ver- 
schiedene Betrachtungsweisen einander zugeordnet werden k6nnen. 

Die Bestimmung der klassisch-mechanischen Intensitatsverteilung, 
also der GréBen a,(P, P;), S(P, P,) entspricht der geometrisch-optischen 


4E.0. XXV, (149, 30) ff., XXIX, Abschn. 164. S. 596. 
5 E.0. XXVI, (154, 22), S. 528. 
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Betrachtungsweise der Elektronenoptik. Es wird mit diskreten Bahnen 
gerechnet, die aus dem Wirkungsprinzip mit Hilfe der HAMILTON- 
Jacosischen Differentialgleichung bestimmt werden konnen. — 

Die strenge Bestimmung der wellenmechanischen Intensitatsver- 
teilung, die durch die exakte Bestimmung der GroBen y(P), bzw. 
G(P, P,), also die strenge Lésung von Randwertproblemen partieller 
Differentialgleichungen geleistet wird, entspricht der wellenmechanischen 
Betrachtungsweise der Elektronenoptik, in der ohne die Vorstellung 
diskreter Bahnen und ohne Wellenlangenbegriff gearbeitet wird. 

Die Lésungsmethode von (1,18) mit Hilfe des W-K-B-Verfahrens, 
die bei Beschrankung der Reihe fiir a(P, P,) auf das Glied a)(P, P,) 
als halbklassische Lésung der SCHRODINGER-Gleichung bezeichnet wird, 
stellt bei Beriicksichtigung der Glieder a,(P, P,), .. den Zusammenhang 
. zwischen diesen beiden Betrachtungsweisen her. Man kénnte daher all- 
gemein die asymptotische Lésung des durch (1,1), (1,2) formulierten 
Randwertproblems als halbklassisch bezeichnen, da hier der Begriff der 
Elektronenbahn und der Wellenlange implicite (im Loésungsverfahren) 
aufscheint. Wenn man die Lésungsmethode physikalisch interpretiert, 
bedeutet sie eine Hinzunahme einer raumlichen Periodizitat zum Bahn- 
begriff der geometrischen Elektronenoptik und bei Beriicksichtigung der 
Glieder a,(P, P,), a,(P, P,),.., bzw. weiterer Glieder in den asym- 
ptotischen Entwicklungen von (1,18) eine mathematische Erfassung der 
, Verschmierung’’ der Bahnen (Elektronenbahnen als Bahnen, auf 
denen sich der ,,Schwerpunkt“ der Wellengruppe bewegt). Bei einer 
mathematischen Interpretation bedeutet das W-K-B-Verfahren eine 
gegenseitige Zuordnung zweier Probleme. Jede wellenmechanische 
Intensitatsverteilung wird einer entsprechenden_,,klassisch-mechani- 
schen™ Intensitatsverteilung, als deren Modifikation sie erscheint, zuge- 
ordnet. Wir werden diesen Gedankengang bei Behandlung der Methode 
der stationaren Phase in § 4 noch weiter verfolgen. 

Von hier ausgehend kénnten die Gln. (2,25), (2,26) etwa als Aus- 
gangspunkt fiir eine direkte Behandlung von Beugungsproblemen dienen. 
Es waren dann unter Beriicksichtigung der noch abzuleitenden Er- 
gebnisse der Methode der stationéren Phase fiir i -- 0 asymptotische 
Lésungen von (1,1) vom Typus des W-K-B-Verfahrens zu suchen. 
Praktisch hatte man etwa in folgender Weise vorzugehen. In den 
Punkten der Objektebene z = z) werden, wie dies bei der Lésung von 
Randwertaufgaben partieller Differentialgleichungen iiblich ist, Quellen 
der Elektronenstrémung mit zu (Xo, Vo) proportionaler Quellstarke 
angeordnet. Da die Methode der stationéren Phase ergibt, da8 zur 
Intensitat in einem gewissen Aufpunkt P, nur Wellen beitragen, die von 
zu P, zugehérigen Punkten stationdarer Phase erster, zweiter oder 
dritter Art der Objektebene und von Punkten der scharfen Berandung 
(der materiellen Blende), in denen x(s) oder y(s) (Gleichung der Rand- 
kurve) unstetige Ableitungen irgendwelcher Ordnung haben, herkommen, 
sind zur Berechnung der Intensitiat in P, einfach diese Beitrage phasen- 
richtig zu tiberlagern. Da manauBerdem wei, welche Potenzen von fin 


- aus Elektronenbahnen 
) Rohre schneidet aus der 


fm Ebene z = const. ein 
_Flachenelement df = 


der Erhaltung = der 
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den asymptotischen Reihen, die den einzelnen Beitragen entsprechen, vor- 


} kommen miissen, kann man synthetisch mit Verfahren vom Typus des 


W-K-B-Verfahrens derartige Reihen aufbauen. Da schlieBlich durch die 


Festlegung, da fiir einen Quellpunkt alle a, = 0 sind fiir k > 1, er- 
# reicht wird, daB fiir die Punkte der Objektebene die wellenmechanische 
| Modifikation verschwindet, wiirde es geniigen, das zu (1,1), (1,2) zuge- 
t ordnete klassisch-mechanische Problem zu lésen, womit das ent- 


sprechende wellenmechanische Problem asymptotisch fiir h > 0 gelést 


) ware. 


Fur die Berechnung von G,(P, P;) muB a(P, P,) bestimmt werden. 


| Wir gehen in zwei Schritten vor. Fiir die unmittelbare Umgebung von 
FP, folgt aus (2,12), (2,16) 


S(P;, P) =—mv,r—e (Y, 2). (2,30) 


} (v,, UM, Werte von v und % in P,, y Radiusvektor P,P). Wir erhalten 
} durch Bildung des Gradienten: 


Veste,, P\=—me, - ey. (2,31) 
| (2,16) hat damit die Form 
ra" m4 ‘| 20 (2,32) 
|} Wenn man fiir die Lésung 
1 
Sy 2 
ay(P, P;) = z— (2,33) 


 ansetzt, ist (2,32) und (1,16) erfiillt, a)(P, P,) zeigt das in § 1 geforderte 
} Verhalten. Im Rahmen dieser Naherung gilt ferner 


Aa, = 0. (2,34) 
Zur Bestimmung von a,(P, P,) im gesamten Halbraum z > 2, be- 


trachten wir ein von P, ausgehendes Biindel von Elektronenbahnen mit 
der Offnung dQ. Diese 


gebildete kegelformige 


= dx dy aus (Abb. 3). 
Aus dem Satz von 


Teilchenzahl folgt, daB, 
da durch die aus 
Elektronenbahnen — ge- 
bildete kegelf6rmige 
Mantelflache keine 
Elektronenbahnen durchtreten, gilt: 

Go:( Pah jiteep 00 Cay (PoP) ends. (2,35) 


Abb. 3. Zur Berechnung der GréBe ay (P, P,). 
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Wenn man aus (2,34) einsetzt, erhalt man 
(42.a,(P, P,))? =» ——. (2,36) 


Wir miissen jetzt noch das Raumwinkelelement d®@ auf das Flachen- 
element df umrechnen. Wenn 7, 0, 6, die Richtungskosinusse 
der Elektronenbahnen in P,(z,, x1, y;) sind, hat dQ die Gestalt: 


oy ide (2,37) 
¥1 9(%, y) 


l 
dQ = — da, df, = 
oA 


Wegen v,°7, = va erhalt man 

(m v4)? 0(ay, By) 
(m ver) (Mvz) O(x,¥) 
Die Transformationsdeterminante berechnen wir aus dem Eikonal mit 
Hilfe der HAmitronschen Fundamentalgleichung 


(2,38) 


(42 a(P, P,))? = 


OS = p, Or, — p< Or, (2,39) 
so daB a)(P, P;) endgiiltig die Gestalt 
1 asiP Py lr 
PoP ie : +4 Seo 
AW es) ie |e (P,) 4 az, 
aS(P, P,) |"? |SaxdP, Pi) Sax(P, Py) |™? 
| e Ay(P) (ea Be) aie 2 ‘ (2,40) 
Oz Sy,xP, Py) Sy, y(P, Py) 
hat. 
Zur Ausrechnung von (1,18) brauchen wir die GréBe a Pi 
g P= Ps 
OG( Po, 25) 
= ate Durch Einsetzen von (2,4) und (2,6) in (2,1) wird 
0 
OG(Ps P,) COP, P))) tes pe) ye Corns | 
oe i 365 2 ae 
da(P,P,) —~s(P,P) _ 1 aS(P,, P) 5 
ae ya Ui! om o 
re € ; - GP Py) (2,41) 


Wegen der physikalischen Bedeutung der GréBen a(P, P,) und v,(P) 
und der Symmetrie der Anordnung mu8 


da(P,P,) _ da(P, P,) da(P, P,) 
oe 8=———té‘«t«i dz ee 
und 
mv:(P) = —mv,(P) (2,43) 
sein, wobei 
aS(P,, P - P,,P = 
mMU(P)\ = a ei +eA,(P); mv,(P) = seta + ¢A,(P) 
(2,44) 


ist und z = 22)—2z gesetzt wurde. 
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Wir setzen speziell fiir P == P = Py unter Verwendung von (2,42), 
(2,43), (2,44) ein. Wenn man noch S(P,, P,) = S(P,, P,), (2,5) und 
(2,23) verwendet, erhalt man: 

0G(Po, P;) _ 9 | 94(Po Pi) 
02 


02 


i as(P,, P ee 
de P| Be?) _caipy|] ct" (B45) 
29 


Das Beugungsintegral (1,18) hat, wenn man diese Gren einsetzt, 
die Form 


sean baa Bi} | aS(P,, P) 
y(P) =p [jae Pye AstP) SEP + 
B 
. da(P,y, P 4 sip, P 
+ ht a ‘iy Pole" es AVo, (2,46) 


oder, wenn man fiir a(P,, P) die Reihe (2,15) eintragt: 


v= af {etPo, P) je Au(Pa) iE =| | 


02 
K 
eS ates Py Baz AS(Py P)|  ; ralPo P)} gel. 
; 02 029 J 
k—i 5 
: PM EeA pene J) dx, dy, am O(hK +1), (2,47) 


Fiir a)(Po, P) ist (2,40), fiir die a;(P), P) & > 1 sind die GréBen nach 


| (2,25), (2,26) einzusetzen. Das Integral ist tiber dasjenige Gebiet der 


Ebene £, zu erstrecken, in dem ypo(Py) von Null verschieden ist. (2,47) 
stellt in allgemeinster Form den Einflu®B eines gegebenen elektrisch- 
magnetischen Abbildungsfeldes auf die Wellenfunktion w(P), die in der 
Objektebene vorgegeben ist, dar und gestattet die Berechnung von y(P) 
fiir dasjenige Gebiet des Halbraumes z > 2, indem fiir S(P», P) und 
a(Po, P) geeignete Darstellungen angegeben werden k6nnen. 


Fiir die weitere Berechnung sind S(P,, P) und der Ausdruck in der 
geschlungenen Klammer des Integrals (2,47) entsprechend zu speziali- 
sieren. Wir denken uns in tiblicher Weise S(P,, P) nach Potenzen von 
%q, Vo, X, y entwickelt. Je nach der Genauigkeit der Berechnung und 
dem Gebiet, in dem die Berechnung gelten soll, brechen wir mit Se, ab 
und vernachlassigen alle Glieder von einer Ordnung gréBer als 2m. 
Der Fall » = 1 (Beschrankung auf quadratische Glieder) entspricht 
dem Paraxialgebiet, der Fall = 2 (Beriicksichtigung von Gliedern bis 
zur vierten Ordnung) entspricht dem SErDELschen Gebiet. Aus der 
GroBe S(Py, P) kénnen nach (2,40) und (2,25), (2,26) die GroBen 
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OS (Pers 
a(Po, P) - A,(Po) — | , 
0 
F 0ar—a(P, 5 fe) 

Gilgen) : AP) “1 ae 
ebenfalls als Polynome in %p, Yo, x, y bestimmt werden. Die Koeffi- 
zienten dieser Polynome hangen von S(P», P) und dessen Ableitungen | 
ab; um zu entscheiden, welche der GréBen (2,48) bei gegebenem 7 be- 
riicksichtigt werden miissen, tiberlegen wir, daB bei gegebenem F die 
Polynome (2,48) nur bis derjenigen Ordnung m zu entwickeln sind, daB 
alle Koeffizienten der Polynome von der Ordnung <m nur von den 
GréBen Sy... San, hingegen Koeffizienten der Polynome von Ordnungen 
>m auch von GroBen Seni1)... abhangen. Aus (2,25), (2,26) folgt, 
daB die GréBen ag+i(P,, P) durch Differentationsprozesse aus den 
GréBen a;,(P,), P) hervorgehen, da immer die Gr6Be A a, zu bilden ist 
(zweimalige Ableitung). Wenn daher das Polynom mit dem Index k 
von der Ordnung m ist, ist das Polynom mit dem Index & + 1 von der 
Ordnung m— 2. Es sind die Polynome (2,48) also nur bis zu dem- 
jenigen Index k zu beriicksichtigen, daB die Ordnung dieses Polynomes 
m > 0 ist, wahrend m — 2 < O ist. Bei diesem Naherungsverfahren be- 
steht daher 0G/0z) nur aus endlich vielen Gliedern. 

Gl. (2,47) ist das Analogon zur KircHHOFFschen Beugungsformel, 
die sie als Spezialfall enthalt. Wir nennen sie daher allgemein das 
KircuuHorfFsche Beugungsintegral. 

Die Auswertung von (2,47) ist sehr schwierig und nur in Spezial- 
fallen exakt durchfthrbar. 


(2,48) 


ot 


aS(Po, 2) 


te 
Da h eine sehr kleine Gr6Be ist, stellt A in denjenigen Be- 
reichen, in denen S(Pp, P) nicht nur sehr wenig von P, abhangt, eine 
sehr schnell oszillierende Funktion und (2,47) daher ein Integral iiber 
eine sehr schnell oszillierende Funktion dar. 
(2,47) ist ein Integral vom Typus 


| | o(x, y) et @l(4r) dx dy, (2,49) 
J 
wobei w eine groBe reelle Zahl, f und g Funktionen der angegebenen 
Variabeln sind und das Integral tiber ein von einer geschlossenen Rand- 
kurve S(B) begrenztes Gebiet B der x y-Ebene zu erstrecken ist. 

Wegen der im allgemeinen sehr komplizierten Gestalt von g und / 
und der Kompliziertheit der Randkurve erscheint es sehr wenig aus- 
sichtsreich, Integrale vom Typus (2,49) streng zu lésen. Dies ist nur in 
Spezialfallen durch Einfiithrung geeigneter, der Berandung angepaBter 
Koordinaten méglich. 

Als Naherungsmethode erscheint dem Integral am besten die Methode 
der stationaren Phase angepaBt zu sein, durch die es unter gewissen Vor- 
aussetzungen moglich ist, Integrale vom Typus (2,49) durch fiir @ — 00 
asymptotische Reihen, die nach Potenzen von w—”/” fortschreiten 
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(n fest, m variabel) naherungsweise auszuwerten. Diese Methode ist die 
einzige bekannte nichttriviale Naherungsmethode fiir Integrale der Art 


i g (xi) etoll) dx; (2,50) 


‘(¢=1.. n) (dx; Volumelement, Integral iiber geeignet zu wihlendes 
Gebilde im R, zu erstrecken) fiir n > 2, da etwa die Sattelpunkts- 
methode im AR, nur mit Hilfe der Theorie von Funktionen » komplexer 
Variabler durchgefiihrt werden kann, was im Falle n > 2 zu groBen 
mathematischen Schwierigkeiten fiihrt. 

Es werden hier nur die benutzten mathematischen Sitze Eset 
deren Beweise in einer eigenen Arbeit gebracht werden®. 

Satz 7.) V. D. Corput’ hat bewiesen, da unter gewissen Voraus- 
setzungen tiber die Funktionen /(«) und g(x) das Integral / 


b 
J= | glx) idx, 2,51 
5 


wobei /(x) und g(x) komplexe Funktionen der reellen Variabeln x sind, 
a, b, reell sind und iiber die reelle x-Achse integriert wird, einen Nahe- 
rungswert / besitzt, der nur vom Verhalten der Funktionen f/ und g 
in der Nahe endlich vieler Punkte von a, b, abhaingt. Zu diesen Punkten 
gehdren die Endpunkte a, b, des Intervalles und alle Punkte x; des 
Intervalles (a, 5), fiir die gilt: 


Re / 7a = 0) und in denen 

fae ) ae 
Im pais das Vorzeichen wechselt. 

VP 


{Fithrende Punkte der Funktion f(x) in (a, >)]. Der Naherungswert 
stellt sich dabei in der Form 


JH=A+B4+ 2 7; (2,53) 


_ dar, wobei A eindeutig bestimmt ist durch f(a), g(a) und die Ableitungen 
von fund g in a bis zu einer bestimmten Ordnung, entsprechend B und Vj. 
Setzt man 


f(x) = u(x) +12 (x) (2,54) 

(u(x), v(x) reell), fithrt damit die Bedingungen (2,52) aus und setzt dann 

speziell u(x) == 0, so fallt die erste der Bedingungen (2,52) weg und die 
fiihrenden Punkte sind durch die Bedingung 

O(a (2,55) 


6 G. Braun, Arbeit in Vorbereitung zur Drucklegung. 

7 V.p.Corput, Zur Methode der stationaren Phase J, Compositio mathematica 
I, S. 15—38. V. pv. Corput, Zur Methode der stationaren Phase JJ, Compositio 
mathematica III, S. 328—372. 
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gekennzeichnet, fallen also mit den Punkten stationarer Phase zu- 
sammen. In diesem Spezialfall, der allein interessieren wird, heiBt das 
Naherungsverfahren die Methode der stationéren Phase (STOKEs, 
KELVIN, 1887). 

E. Hrawka8’ hat fuBend auf v. D. CorPpuT den Satz 2.) bewiesen. 

Satz 2.) Voraussetzungen: 1. Es seien in [a, 6] zwei Funktionen /(*), 
g(x) definiert. 2. Es sei f(x) eine reelle, g(x) eine reelle oder komplexe 
Funktion der reellen Variabeln x, a, 6 seien reell und endlich. 3. Es sei 
f(x) (1+ 2) (k +1), g(x) (2+ 1) (k + 1) mal stetig differenzierbar, 
n == Max (ma, 1»), k natiirlich, beliebig. 4. Fiir « =a gelte f(a) =0 
fir 1<k< mq, /[(a) £0 fiir k = ng: ({a(a)) erste nicht verschwin- 
dende Ableitung von f an der Stelle « = a). Fir x = bd gelte f(b) = 0 
fir 1<k< mp, [(b) £0 fiir k = n(f)(b) erste nicht verschwindende 
ipleitang von f an der Stelle x = 0). 5. In (a, 6) sei f’(x) A 0 (Min |f’(«)|= 
C, > 0 fir (a, b)). 6. g(x) enthalte die GréBe w nicht 7. w sei reell > 1. 

Dann hat das Integral 


5 
= [sw RAIMA (2,56) 


einen Naherungswert /, der sich in der Form 
J=A+B4+0 (w— 2"); n = Max (nq, Nb) (2,57) 
darstellt, wobei A nur von g(a), /(a) mitO<i< (k+ 1) (m2 + 1), 
0<;7<(k+1) (m+ 2) abhangt, analog BA und B haben ex- 
plizit die Form mit w — oo asymptotischer Reihen, die nach Potenzen 
von w—"tVi"a, bzw. w+") fortschreiten. 
Wir erhalten explizit: 


(k4+1)(mq+1) 
lice gan (2,58) 
j=0 
wobei 
Gtmti+i es 
eo f(a) ] apace = ce rod 
j= —— DP ej ngl@) Cael | Rs 
Me =, NT ft tat +1] G+ngt+)in, 
a ye a 

f("a)(a) S|} 0) (2,59) 


ist. Die einzelnen GréBen bedeuten: 


S 
ly s(a) SSS aah () y g(a) . Ki,i(a), (2,60) 


l=(n,+1 


wobei /; (a) = 0 fiir ¢ > = 7 5 |. os(@) = g5)(a) ist. 


8 E. Hrawka, Uber Integrale auf konvexen K6rpern I, Monatshefte fiir 
Mathematik, Bd. 54 (1950), 1. Heft. 
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Die GréBen K,,-(a) sind mit Hilfe der Rekursionen 


POAT = Fh 


m 
Kiy1,m+1(@) = on 2) ofemetilaly< K;, (a) (2,61) 
r=(ng+1t 


au bestimmen, wobei K,o(a2)=1, Kom =0 firm>1, Kim =0 fir 


t >| wt ist. Fiir B erhalten wir: 


Na aa | 
(R+1)(m)+1) 
R= Bs Bye oUt Vimy, (2,62) 
e 10 
fiir die B; 
F r ytmtit+l 
ef oF (2) : nN 
Bj = — ft teitng (O) ae 
BE ae IP'(j + mt +1) 
re = tmp tt 1] 
+P (7 shade no) ; l (jn, t +1)/ny es (°) = te 2) 
= If (my) (p 
( I/ b ( \} 
Dabei bedeutet 
gk ery) wenn mp gerade, 


fos (b) 20 


(2,64) 
| Die GréBen /;,; (b), bzw. K;,;(b) entstehen aus den entsprechenden 
GréBen bei A durch Vertauschen von a mit D. 

Eine Zuriickfiihrung des allgemeinen Integrals, das der Bedingung 
5.) nicht gentigt und fiir das etwa fiir die Endpunkte a, b des 
Intervalles mz = 1, m = 1 ist, auf das hier behandelte Integral ist da- 
durch méglich, daB das Integrationsintervall entsprechend den vor- 
_kommenden Punkten stationarer Phase unterteilt und die Teilintegrale 
_ gesondert behandelt werden. 

Satz 3.) Voraussetzungen: 1. In einem endlichen Gebiet B der 
xy-Ebene seien mit EinschluB des Randes S(B) zwei Funktionen 
f(x y) und g(x, y) definiert. 2. Es sei /(x, y) eine reelle, g(x, y) eine 
reelle oder komplexe Funktion der reellen Variabeln x, y. 3. f und g 
seien stetig, f 2L +3, g 2L mal stetig differenzierbar (L natilich, 
beliebig). 4. Es sei w reell > 1. 5. Im Inneren von B sollen nur endlich 
viele Punkte stationdrer Phase erster Art %;, y; existieren, fiir die gilt: 


3 | 0: of 


D(m, ns) = 


e+ '7(m+1)(1—1/m,] wenn mp ungerade ist. 


Ox |*i rie oy 

[Yi 
Es soll kein Punkt (2,62) auf S(B) liegen. Fiir jeden dieser Punkte 
stationdrer Phase erster Art sei mindestens eine der drei GroBen 0?//0x?, 


=i (2,62) 


Ba 
My 
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a2t/ax ay und @?//ay? von Null verschieden. 6. Die Gleichung der Be- 
randung sei x(s), y(s). x(s) und y(s) seien stetig, die GroBen x™ (s), ym (s) 
1<m<-M seien abteilungsweise stetig (M beliebig, natiirlich). Dann 
existiert fiir das Integral 


We i | g(x, y) eof) dx dy (2,63) 


B 
ein Naherungswert J, der sich in der Form 


T= D> VitR (2,64) 
darstellen laBt, wobei V; eindeutig bestimmt ist durch die Werte von f 
und g und ihrer Ableitungen nach « und y an der Stelle stationarer Phase 
erster Art %;, yi, R eindeutig bestimmt ist durch die Werte von / und.g 
und ihrer Ableitungen nach s und » auf S(B) (mw nach auBen positiv 
gezahlte Normale, s Bogenlange der Randkurve). Die Darstellung hat 
die Form mit w — oo asymptotischer Reihen. Ein Punkt stationdrer 
Phase erster Art wird naher durch das Vorzeichen der Determinante 


= 0? 0? a2 2 . 
he ee ay? te C| . (2,65) 
i 


klassifiziert. Wir bezeichnen ihn als elliptisch, parabolisch, hyper- 


bolisch, je nachdem D0 ist, da dann dieser Punkt ein elliptischer, 
parabolischer, bzw. hyperbolischer Flachenpunkt der Flache z= /(x, y) 


ist. 


Man k6nnte Satz 3.) auch unter erweiterten Voraussetzungen be- 
weisen, es kénnten fiir einen Punkt stationarer Phase erster Art auch alle 
zweiten Ableitungen von / verschwinden (was weitere Klassifikationen 
notwendig machen wiirde) und es kénnte ein Punkt stationarer Phase 
erster Art auf S(B) liegen. 

Satz 4.) Die GréBe R, die sich als Summe von Integralen vom Typus. 
(2,56) darstellt, hat nach den Satzen 1.) und 2.) den Naherungswert 


R= DS'W;+ >) Xp, (2,66) 
7 k 


wobei die W; eindeutig bestimmt sind durch das Verhalten der Funk- 
tionen / und g und ihrer Ableitungen nach » und s an den Stellen 
stationaérer Phase zweiter Art der Funktion /(x, vy): %j, yj 
d 
ds 


[f(x(s), y(s)) ] 10); (2,67) 


s=S; 


i 
Die Groen X; sind eindeutig bestimmt durch das Verhalten von f und ¢ 
und ihrer Ableitungen nach den Normalen und Tangenten der Be- 
randung an den Stellen der Berandung x(s), y(s), %%, Vx, an denen. 
x™(s) oder y™(s) l<m<M unstetig ist. 

Es gilt dann explizit: 
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T= D)Vit R+0(o-1—48) + O(o— XE +03), (2,68) 
} Wenn fiir einen Punkt stationdrer Phase erster Art %, Vi, D> 04st) 
hat V; die Gestalt 


ik 
Vi= >) Aili, yi) o— +) + O(o-1—-49)), (2,69) 
1=0 
wobei 
oe 21 2(¢+1) 
Aj(xi, V5) = ee ag: ey rt + i - 1) ae are 
; + |D)? <= aR V(kR+1) (24+ 21—k+1) 
i+ a8 ei eay 
¥ eatin sider e: 2 oe 3 lune (2,70) 
ist. 
Es bedeuten 
l= Min(n, k) 
2 ng | ghIZ RID a PS Sree! 3 Wr re 
dE arena for * f20 |- wae pee y Os R) 
l= Max (0, k—n) 
siry = oe = ‘ cos ¥ = + a : feo = 9, (2,71) 
(0 too) (foo fo2) iy 
j—k 
R\ 7—Rk 
eas re ee 


a=0 £=3i—a 
mes ist J;;, = 0 fir 3t>7) 


m—1\{[n a 
peta = pall : VE) ia famine (2,73) 


] 
Dabeiist7 +k >3t, 7 +k<m+n—3, m>1. (Die dazu analoge 
Formel erhalt man, wenn man auf der rechten Seite m, und 7,k ver- 
tauscht, diese gilt fiir m > 1.) Es ist >Kg 9 = 1, oKm,n = 0 fiir m,n - 0, 
meh». = Ofir3i<m-+n, Ku, = 0 fir 3t>m+n. 


Es wurde zur Abkiirzung gesetzt 


hie = ax* ayi—k Ge . Bhi k= Oh ayi—k U s) 
5 by. 
Das Randintegral RK la8t sich in der Form 
2(k+1) 


R=— oy @m— 7+) f C;(s) - et of (4(s), (5) ds + O (2,75) 
40 


darstellen, wobei die C;(s) die Stelle von g im Integral (2,56) einnehmen. 
Die asymptotische Reihenentwicklung fiir R ergibt asymptotische 
Reihen, die nach Potenzen von m—!—™+ 0/4 fortschreiten [”; Ordnung 
_ der ersten nichtverschwindenden Ableitung von /(x(s), y(s)) an der Stelle 
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stationarer Phase zweiter Art x(si), y(si); fur einen Punkt %%, Ya, an 
dem x)(s) oder y)(s) unstetig ist, ist mi = 1]. Die Berechnung der ein- 
zelnen Glieder von R wird nicht explizit durchgefiihrt, da die Resultate 
sehr kompliziert sind und nichts prinzipiell Neues ergeben. 

Wenn ein Punkt stationdarer Phase erster Art auf S(B) liegt (Punkt 
stationarer Phase dritter Art) und D > 0 ist, gilt: 


L 
Vi= Dy Ai (x, yi) AH) + O(a 1-49), (2,76) 
1=0 
wobei 
ara Pile tL 1 
eet) yy : 
Seles a MeN pea eat Wile eS 1 
t= = 
= Ai set (Y) - ex 4.%.(12+t+1). et tm.t/2 ip => 0 (271m) 


ist. Dabei bedeuten die j/;,, die nach (2.72) definierten Grd8en und 
Ai; x (Y,) ist durch 


Hj,» (p)) = +|24? Mie eG ta a ae a [cos (p+ Y,) cos!—* (p + Po) ay 
0 


(2,78) 
definiert, weiters 


ba, 1 ~ pew tant 
(0, (DP? (fin t+foete®); te ge=F [DPR (f11 + foo ctg A) ; 
fog = 9. (2,79) 

Die Gré8e R hat in diesem Falle die gleiche Gestalt wie im ersten 
Falle (2,75). 

Um die Satze 1.) bis 4.) auf die Auswertung des Integrals (2,47) an- 
zawenden, sind folgende Fragen zu diskutieren: 

1. Es ist die Berechnung der Punkte stationarer Phase erster Art 
durchzufiihren, die Berechnungsmethode, die physikalische Be- 
deutung und die Anzahl dieser Punkte anzugeben. 

2. Es ist die physikalische Bedeutung der Methode der stationaren 
Phase zu erlautern und der physikalische Sinn der den GréBen V; und R 
entsprechenden GréBen anzugeben; ferner ist der Zusammenhang mit 
der geometrischen Elektronenoptik aufzuzeigen. 


§ 3. Uber die geometrisch-optische Bedeutung und die Bestimmung der 
Punkte stationirer Phase. 


Wir gehen vom Integral (2,47) aus und nehmen zur weiteren Be- 
rechnung an, daB (Py) eine ebene Welle darstellt, die durch ein ausge- 
dehntes phasenstrukturiertes, von einer materiellen Blende mit dem 
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Blendenrand S(B) begrenztes Objekt modifiziert wird. Die einfallende 
Welle sei von der Gestalt 

paer 
daher gilt fiir die Punkte der Objektebene z= 2: 


[axt by +c(2—s)] 


(3,1) 


© ta xtbyy) 
y = eh ‘ (3,2) 
Die einfallende Welle wird durch das Objekt, das durch eine Objekt- 
funktion 
D(X, Vo) 87% ¥0) (3,3) 
gekennzeichnet sein soll, modifiziert. Wir nehmen an, daB o(%p, v9)’ 
} gegentiber der groBen Zahl 


1 
= [S(2p, Xp, Yo. 2%, ¥) $a %q +O Vo] (3,4) 


-nur eine kleine Gr6Be sei (Grobstruktur des Objektes), daB also die 
| Wellenflachen S(2z, x, Yo, 2, %, Y) + @ % + 6 vo = const. durch die 
Phasenstruktur des Objektes nicht zu stark modifiziert werden. Die 
Phasenfunktion ist durch (3,4) gegeben, die Punkte stationarer Phase 
erster Art sind als Lésungen der Gleichungen 


aS aS 

—-+ta=0: —— + b=0 (3,5) 
%9 evo 

zu bestimmen. Durch die Gln. (3,5) werden fiir konstantes 2), z jedem 
Punkte x, vy ein oder mehrere Punkte %, yp zugeordnet (zum Punkte 
z, x, y zugeordnete Punkte stationarer Phase erster Art der Ebene 2). 
“Wir untersuchen die geometrisch-optische Bedeutung der Punkte 
stationarer Phase erster Art. 

Es sei S(Z, %9, Vp, Z, X, Y) ein vollstandiges Integral der HAMILTON- 
/Jacosischen Differentialgleichung (2,10). S hangt auBer von den 
Variabeln z, x, y noch von den Parametern 2p, %9, Vg ab. Nach dem Satz 
-von JAcosr erhalt man die Bahnen der geometrisch-optischen Elek- 
tronenbewegung, wenn man 


0 
Oo es Sos 


oa c (3,6) 
-setzt, wobei a, b, c Konstante sind, die die spezielle Bahn festlegen, und 
S das Punkt-Punkteikonal S(Py, P) ist. Nach der Hamittonschen 
Fundamentalgleichung (2,39) bedeuten aber a, b,c die Komponenten 
des Anfangsimpulses der betreffenden Bahn. Die durch (3,6) festgelegten 
Elektronenbahnen gehen also durch den Punkt P(z, «, y) und haben den 
Anfangsimpuls (a, b,c). Ein Vergleich von (3,5) und (3,6) zeigt, daB 
die Punkte stationarer Phase erster Art P (29, Xo, Yo) genau die Anfangs- 
punkte der geometrisch-optischen Bahnen sind, die durch den Punkt 
P(z, x, v) gehen und den Anfangsimpuls (a, b,c) haben. Die letzte der 
Gln. (3,6) ist identisch erfiillt, da zusiatzlich angenommen wird, daB 
alle zur Konkurrenz zugelassenen Elektronen gleiche z-Komponente des 
5 


’ 


ax OY) 


Acta Physica Austriaca. Bd. IX/1. 
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Anfangsimpulses haben sollen. (Es wird kein Farbfehler betrachtet.) 
Durch (3,5) sind die Elektronenbahnen in der Form 

A AlZo5 Kan Von aes y); b = D(z, Xo, Vor z, *, Y) (3,7) 
durch Anfangs- und Endpunkt festgelegt. Wir brauchen jedoch eine 
Festlegung der Bahnen in der Form 

Ng = Xo(Zo. 4, 0,2, %, VY); Vo = Volo» 4, 8, 2, *, ¥) (3,8) 
durch Anfangsimpuls und Endpunkt. Die Auflosung des Systems (3,7) 
nach (3,8) ist immer dann méglich, wenn die Transformationsdeter- 
minante 


0a da S Ss 
a ao Xo, Xo %o, Vo 
hee A 5 F ee 
—_— _-——_ Sy Xo Sy, Vo 
OX%y OV 


verschieden von Null ist. Die Auflosung ist dann in einer gewissen Um- 
gebung auch eindeutig, das heiBt in einer gewissen Umgebung eines 
Punktes %9, Yg, der zu einem Endpunkt P(z, x, y) und einem Anfangs- 
impuls (a, b,c) gehért, befindet sich kein zweiter Anfangspunkt %, Yo 
mit gleichem Anfangsimpuls und gleichem Endpunkt der Bahn. Soweit 
es diese Umgebung betrifft, ist das Randwertproblem (3,8) eindeutig, 
wenn das Randwertproblem (3,7) eindeutig ist, das heiBt es gibt nur einen 
zu P(z, x, v) zugeordneten Punkt stationarer Phase erster Art %9, Vo in 
einer gewissen P) Umgebung. 

Zur expliziten Bestimmung der Punkte stationarer Phase erster Art 
bedienen wir uns des gemischten Eikonals T(z, px, py, 2, X, V). Bei be- 
kanntem Punkt-Punkteikonal S(z, %», Vo, 2, x, Vv) definieren wir das ge- 
mischte Eikonal T(z, p2,, fy, 2, x, ¥) durch die Gleichung: 

D(29, Pro Pros 2, %) V) = % Pao + Vo Pn + S20: Xo, Vor 2%, ¥), (3,10) 
wobei man sich %9, Vg nach (3,8) durch Anfangsimpuls und Endpunkt 
ausgedriickt denkt. Wir bilden das totale Differential 


OT = %q° Or, + Vo* OPy + px 0% + py: Oy + pr + dz— px, * 6%, (3,11) 


es ist also 67 = 0, wenn 


Opn = 0; Of, == OF Of, s.05 6x = 0; dy = 0; oz = 0, 
(3,12) 
das heiBt T variiert erst um Gr6Ben klein von zweiter Ordnung, wenn 
Pro Py» 2, bzw. z, x. yum Gr6éBen klein von erster Ordnung variieren 
(7 ist stationar gegentiber Variationen des Endpunktes und des Anfangs- 
impulses). Wir brauchen daher bei der Berechnung von T(2o, Pros Pye 
z, x, y) fiir die Bahnen (3,8) nur Bahnen 2 m — 1-ter Ordnung einsetzen, 
um das gemischte Eikonal bis auf Glieder einschlieBlich 2 n-ter Ordnung 
zu erhalten (2m—1<n< 2m + 1), das heiBt die einzelnen Bahnen | 
k6énnen rekursiv bestimmt werden. Um z. B. die Bahnen dritter Ordnung 
in der Gestalt (3,8) zu bestimmen, geht man mit den Bahnen erster 
Ordnung in der Gestalt (3,8) in (3,10) hinein. | 
Die GréBen x9, Vo bestimmen sich dann aus 
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. oT oF 

= ; Y= =. ; 
ek ieee pis 
Wenn man (3,10) beriicksichtigt und die Ordnung der einzelnen Bahnen 
entsprechend bezeichnet, erhalt man unter Beriicksichtigung von (3,5) 


A at. = x (2m—1) ! O(Sam+2 + ...+ Soe,) . Gaee—)) 
: OXo OP, 
O(Som sa-+...+ San) over 4) (3,14) 
OVo OD xy 


eel ay, Dawe ye ye) Vor (phe Does tok, We ist: und 
in den Eikonalen fiir x9, vg die Bahnen 2 m — 1-ter Ordnung einzusetzen 
sind. Eine analoge Gleichung gilt fiir y)?"—. Die Bahnen (3,8) kénnen 
nattirlich auch durch einen Reihenansatz von (8,8) nach Potenzen x, y 
bis zu einer gewissen Ordnung bestimmt werden, wobei die Koeffizienten 
durch Einsetzen in (3,5)-zu berechnen sind. 
Wir diskutieren die Bedeutung der Gleichung 
pa| Si Sean 

| ache eed 0. (3,15) 
Wenn man nach (3,8) ftir %o, Vp die Bahngleichungen einsetzt, stellt 
D = 0 die Gleichung einer Flache im Raum der z, x, y dar. Wir be- 
haupten, daB diese Flache die Kaustikflache des unendlich fernen 
Punktes ist, der in der durch (—c, — a, — }) gekennzeichneten Rich- 
tung liegt. Wir beweisen dies einfach so. Wir betrachten die Objekt- 
ebene 2) als Blendenebene, den angegebenen unendlich fernen Punkt als 
Gegenstandspunkt; dann ist die Kaustikflache dieses unendlich fernen 
Punktes definiert als Flache der Schnittpunkte benachbarter Elek- 
tronenbahnen, die vom gleichen Anfangspunkt herkommen (das heifbt 
gleichen Anfangsimpuls haben). Ganz analog zur gewohnlichen Kaustik?® 
gehen wir von (3,8) aus und bilden die totale Ableitung, wobei 2p, a, 0, 
z, x, y festbleiben sollen (gleicher Anfangsimpuls, gleicher Endpunkt). 
Wir erhalten dann das Gleichungssystem 


da ab 
oxo OX 
und dieses Gleichungssystem hat eine nichttriviale Losung nur unter 


da ab 
da: a OG ENP »dX_ — -dy, = 0 SAG 
Ky ay Yo , Xo 71 ave Vo ( ) 


_ der Bedingung (3,15) w. z. b. w. 


Bei Beschrankung auf Glieder zweiter Ordnung in S (Paraxial- 
gebiet) schrumpft diese Kaustik auf einen Punkt in der FRAUNHOFER- 
Ebene zusammen. Diese Kaustik des unendlich fernen Punktes hat 
natiirlich sehr ahnliche Eigenschaften wie die gewdhnliche Kaustik, so- 
daB wir die hier interessierenden Eigenschaften sofort angeben konnen. 
Im Falle der Beschrankung auf Glieder vierter Ordnung im Eikonal 
(SErDELsches Gebiet) besteht diese Kaustik aus zwei sich durchsetzen- 


den Kaustikmanteln, deren jeder eine Kaustikspitze hat. Die Distanz 


IE.O; Xs Ss. 428 ff: 
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zwischen den beiden Ebenen z = const., die Tangentialebenen an die 
beiden Kaustikmdantel sind, ist klein von zweiter Ordnung in %p, Yo, 
die Ausdehnung der Kaustik senkrecht zur z-Achse ist klein von dritter 
Ordnung. Auf den Kaustikflachen wechselt im allgemeinen die Deter- 
minante D das Vorzeichen. AuBerhalb der gemeinsamen auBeren und 
innerhalb der gemeinsamen inneren Umbhiillung der Kaustikmantel 
muB auf der z-Achse D > 0 sein. Da im Raum der 2z, x, y fiir den Be- 
reich von z-Werten gr6Ber als der z-Wert der hinteren Kaustikspitze D 
sein Vorzeichen nicht wechselt, mu8 hier iiberall D > 0 sein, analog 
im Gebiet zwischen Objektebene und Kaustik, das innerhalb der ge- 
meinsamen inneren Umhiillung der Kaustikmantel liegt. Wir setzen 
weiter fest, daB wir im folgenden nur Aufpunkte P(z, x, y) betrachten, 
furcie 2 = Orist, 

Die hauptsichlich interessierende Frage, wieviele Losungen der Form 
(3,8) das Gleichungssystem (3,5) hat, konnte nicht mathematisch exakt 
geklart werden, da hierzu weitreichende Untersuchungen tiber die Ein- 
deutigkeit eines Variationsproblems fiir das gemischte Eikonal 
T (29, Px» Py % %, ¥) Im GroBen, die Gestalt von Lésungsflachen von 
Lésungen der Hamitton-JAcosischen Differentialgleichung (2,10) 
(Untersuchung der Frage, unter welchen Bedingungen die Lésungs- 
flachen S == const. nur elliptische Flachenpunkte enthalten), bzw. die 
Zahl der reellen Losungen eines Systems von zwei Gleichungen 2 n— I-ter 
Ordnung von zwei Variabeln % 9, V9 (z. B. dritten Grades fiir das SEIDEL- 
sche Gebiet) notwendig waren. 

Es ist jedoch aus folgenden Griinden plausibel anzunehmen, da in 
einem elektrisch-magnetischen Feld, das als Abbildungsfeld fiir Elek- 
tronenmikroskope geeignet 
ist, das Gleichungssystem 
(3,5) in einem Gebiet des 
z,x, y Raumes, in dem 
fir einen vorgegebenen 
Anfangsimpuls a0 te 
immer D>O ist und 
wenn %9, Vo kleine GréBen 
sind (Objektfeld begrenzt) 
nur eine Lésung (3,8) hat, 
wenn (3,7) nur eine L6- 
sung hat. Mathematisch 
ware das Problem etwa 
durch Annahme_ gewisser 
einschrankender — Bedin- 
gungen tiber die zuzu- 
lassenden Felder [iiber p(z, x, v) und Y(z, x, v)] weiter zu behandeln. 

a) Hatte das System (3,5) mehrere Lésungen der Form (3,8),sokénnten 
fiir D #0 keine zwei dieser Lésungen unmittelbar benachbart sein, 
entsprechend den Uberlegungen zu (3,9). Waren jedoch zwei Lésungen 
nicht unmittelbar benachbart, so ergibe sich bei einem Abbildungs- 


Abb. 4. Zur Diskussion von (3,5) 
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vorgang das Paradoxon, daB zwei nicht unmittelbar benachbarte Punkte 
der Objektebene auf einen Punkt der Aufebene abgebildet werden, was 
das System fiir einen Abbildungsvorgang unbrauchbar machen wiirde 
(Abb. 4). 

b) Bei Beschrankung auf Glieder zweiter Ordnung in S hat das 
System (3,5) nur eine Lésung. Wenn daher die Bildfehler, die die GréBe 
S, bestimmen, geniigend klein sind, ist es plausibel anzunehmen, daB 
das System (3,5) im SEmDELschen Gebiet nur eine Lésung hat. Damit 
hangt zusammen: 

c) Entsprechend der Bedeutung der Flachen S(zp, %, Yo, 2, %, ¥) = 
= const. (29, %, Vo fest) als Wirkungsflachen miissen diese Flachen fiir 
Aufpunkte zwischen der Objektebene und der Kaustik (3,15) im wesent- 
lichen konkav gegen Po(Zo, %», Vo) sein, fiir Aufpunkte zwischen Kaustik 
und Gaussscher Bildebene im wesentlichen konvex gegen Po(zo, %, Vo); 
oder mit anderen Worten, das durch (3,5) mit festem a, b, c definierte 
Biindel von Elektronenbahnen muB in der Nahe der Objektebene gegen 
die Kaustik (3,15) konvergieren, fiir Aufpunkte zwischen Kaustik (3,15) 
und Gaussscher Bildebene in geniigender Entfernung von der Kaustik 
(3,15) sicher divergieren. Daher muB8 fiir Aufpunkte in der Nahe der 
Objektebene, bzw. der Gaussschen Bildebene die Flache S(z, %, y, 
Ea y= const. (2,%,y fest, .2,%,y variabel) lauter elliptische 
Flachenpunkte haben. Da die Gl. (3,5) geometrisch aber nichts anders 
als die Berithrungsbedingung der Flache 


St et x = COlSt, (3,17) 


mit der durch die Normale a,b, cgekennzeichneten Ebene ineinem Punkte 
mer Ebene, 2 = 2,4 = X%, ¥ = Vo ist, kann es nur eine Loésung von 
(3,5) geben, da eine Flache mit lauter elliptischen Flachenpunkten eine 
Ebene nur in einem Punkte beritihren kann. Fir Aufpunkte z, x, y 
im Gebiet der Kaustik (8,15) kann (3,17) sicherlich hyperbolische 
Flachenpunkte enthalten, es kann daher die angegebene Ebene ent- 
weder eine Flache (3,17) mehrfach oder mehrere der Flachen (3,17) be- 
riihren, das heiBt es gibt dann mehrere Punkte stationdrer Phase 
erster Art %, Yo zu einem Aufpunkt P(z, x, 4). 

d) Fiir etwaige mehrere Losungen des Systems (3,5) ist nur ein kleiner 
Bereich der %», vg Ebene zur Konkurrenz zugelassen, denn das Objekt- 
feld eines Elektronenmikroskops ist stark begrenzt, das heiBt es ist 
moglich, daB dieser zugelassene Bereich eine Teilmenge der ,,unmittel- 
baren Umgebung“ im Sinne von (3,9) ist. 

e) Fiir eine Variable kann der oben angefiihrte Satz bewiesen werden. 
Wenn 

@ = 4%, Xo. 21% 9) (3,18) 


zwei Losungen im Sinne von (3,8) hat, also mit %o, # %g2 
A= AZ, Xq,2,%, V); F=Al(2q, Xp, 2, %, ¥) (3,19) 


gilt, so muB es nach dem Satz von ROLLE ein % mit %) < % < %po 
geben, so daB 
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Eee | (3,20) 
OX» 
ist. haat 
Fiir rotationssymmetrische Abbildungsfelder, wie sie hier vor allem 
interessieren, muB es aber fiir Meridianbahnen méglich sein, durch Trans- 
formation von x, y die Gln. (3,7) auf eine Gestalt zu bringen, daB die 
Gleichung fiir a yo, die fiir b x» nicht explizit enthalt. Aus der De- 
finition einer Meridianbahn folgt namlich, daB fiir z = z) gelten muB 
o = (b+ %»— a> V)/%o9 = 0, also a/% = d/o. Da hier nur Bahnen 
mit a-—const., ) = const. zur Konkurrenz zugelassen sind, muB8 
a—b=0O-sein. Man kann fiir die Berechnung daher ein Biindel von 
Meridianbahnen herausgreifen, indem man a@/x 9 = b/o gleich einer von 
Xg, Vo unabhangigen GréBe setzt, womit also die gewiinschte Dar- 
stellung gefunden ist. 
In diesem Fall zerfallt das System (3,7) in zwei voneinander unab- 
hangige Gleichungen und die Determinante (3,9) hat die Form 
_ da ab 
8X4 OY, 
Auf jede der beiden Gleichungen kann der Satz von ROLLE ange- 
wendet werden. Wenn D fiir einen Aufpunkt P nicht verschwindet, muB 
a ab 
— #0; = £0 


0X» OVo 


(3,21) 


sein, das heiBt es gibt nur eine Losung. Damit ist der Satz im Spezial- 
fall a=b=0 und rotationssymmetrischer elektrisch-magnetischer 
Felder streng bewiesen. 

Die angefiihrten Argumente machen es wahrscheinlich, wenn auch 
mathematisch unbewiesen, da bei einer bestimmten Auswahl elektrischer 
und magnetischer Felder der Satz auch im allgemeinen zu Recht be- 
steht, daB also das System (3,8) in einem Gebiet, in dem D > 0 ist und 
in dem (3,7) eindeutig ist (zu einem Anfangs- und Endpunkt gehért nur 
ein moglicher Anfangsimpuls) ebenfalls eindeutig ist. 


Da jedoch aus den gleichen Griinden wie bei c.) (3,7) nur fiir einen 
vor der Kaustik 
S Xp; X Sx, y ai 
= 0 (3,22) 


WY) 


Va, ¥ YI | 

liegenden Aufpunkt P(z, x, y) eine eindeutige Lésung nach x y hat, 
kann die Eindeutigkeit der Auflésung von (3,7) nach (3,8) nur bis zur 
Kaustik (3,22) angenommen werden, da nur bis zur Kaustik (3,22), (3,7) 
eindeutig ist. In der Nahe dieser Kaustik und auf der Kaustik selbst 
konnen Schwierigkeiten auftreten, da dort das Eikonal S(P5, P) nicht 
eindeutig, die Reihenentwicklung von S nach Potenzen von x, y, %» Vo _ 
nicht mehr giiltig ist (Darstellung fiir S ergibt Singularitaten). Es ist 
wahrscheinlich, daB S wegen seiner Mehrdeutigkeit als Funktion von 
Xq', Yo in diesem Bereich durch Einfiihrung neuer Koordinaten (z. B. 


Zur wellenmechanischen Theorie der elektronenoptischen Abbildung I. 71 


Koordinaten in einer Blendenebene 2%, x», yy) wieder eindeutig gemacht 
werden mu8. Dadurch erhalt man dann fiir S Reihenentwicklungen, die 
im Gebiet der Kaustik (3,22) wieder konvergieren. Bei Beschrankung 
_ auf das Paraxialgebiet schrumpft die Kaustik (3,22) auf einen Punkt in 
der Gaussschen Bildebene zusammen und die Methode der stationdren 
Phase ist auch fiir Aufpunkte in der Gaussschen Bildebene noch an- 
wendbar. Im SEIDEIschen Gebiet ist dies nach obigem fraglich und 
miiBte genauer untersucht werden. 


§ 4. Wher die physikalische Bedeutung der Methode der stationdren 
Phase. 


Es sollen jetzt die Ergebnisse der Methode der stationéren Phase 
auf die Berechnung des Integrals (2,47) angewendet werden. Zunachst 
soll die physikalische Bedeutung dieser Ergebnisse diskutiert werden. 

Wir denken uns im folgenden, wie bereits in § 3 angedeutet, y(P)) 40 
nur in einem endlichen, von der geschlossenen Berandungskurve S(B) 
begrenzten Gebiet B der Ebene Ey. Dies bedeutet also physikalisch 
nicht eine  kontinuierliche Abschattung, wie dies bei einem 
Elektronenstrahlbiindel mit einer bestimmten Strahlungscharakteristik 
zutrifft, sondern eine Abschattung durch Verwendung einer in Ey 
liegenden materiellen Blende mit S(B) als Blendenrand. Wir legen durch 
samtliche Punkte der Berandung S(B) die geometrisch-optischen 
Bahnen, die den Gln. (3,5) entsprechen. Die Gesamtheit aller dieser 
Elektronenbahnen bestimmt im Raume der 2z, x, y eine Flache, die 
geometrisch-optische Schattenflache; der Schnitt dieser Flache mit einer 
Ebene z = const. ist die geometrisch-optische Schattengrenze fiir einen 
Aufpunkt in dieser Ebene z = const. Durch die geometrisch-optische 
Schattenflache wird der Halbraum z > z in zwei Teilrdume zerlegt, 
einen Lichtraum und einen Schattenraum, eine Ebene z = const. also 
in zwei Gebiete, ein Lichtgebiet und ein Schattengebiet. Der Lichtraum 
ist dadurch gekennzeichnet, da8 mindestens einer der einem Punkte 
P(z, x, y) dieses Lichtraumes nach (3,5) zugeordneten Punkte stationdrer 
Phase erster Art in B liegt, der Schattenraum, daB alle auBerhalb von 
B liegen. 

Da nach Satz 3.) und 4.) die Auswertung des Integrals (2,52) zwei 
Anteile ergibt, den Anteil der Punkte stationarer Phase erster Art in B 
und den Anteil der Randpunkte, haben wir fiir den Lichtraum und 
den Schattenraum fiir y(z, x, y) zwei verschiedene Darstellungen, da 
im Schattenraum keine Punkte stationdrer Phase erster Art, die in B 
liegen, vorhanden sind. 

Der Beitrag V; der Punkte stationarer Phase erster Art entspricht der 
Energie’, die auf der ,,direkten geometrisch-optischen Bahn“ des nach 
§ 2 dem wellenmechanischen Problem zugeordneten klassisch-mecha- 
nischen Problems fortgepflanzt wird, der Beitrag R des Randes der 
Energie, die durch Beugung der Welle am Rand S(B) zum Aufpunkt 
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gelangt. Wir haben daher fiir den Licht- und Schattenraum die Dar- 
stellungen 
Y = Peeom.opt. + Waitt. » (4,1) 
bzw. 
Y = Paitt.- (4,2) 
Wecom. opt. Wird dargestellt durch eine mit h > 0 asymptotische Reihen- 
entwicklung, die nach Potenzen 


jue AO (4,3) 


fortschreitet. Yeeom. opt. ergibt daher nicht nur die Intensitat des zuge- 
ordneten klassisch-mechanischen Problems (Intensitatsverteilung, die 
der geometrischen Elektronenoptik entspricht), sondern allgemein die 
Intensitat der Wellenfortpflanzung auf der ,,durchgehenden Bahn”. 

waist, Stellt sich als Summe von Integralen tiber den Rand dar, die 
nach Satz 4.) nach der Methode der stationéren Phase ausgewertet, Bei- 
trage der Punkte stationaérer Phase zweiter Art und Beitrage der ,,Un- 
stetigkeitspunkte“ der Berandung [s. (2,66) ff.] ergeben. Die asym- 
ptotischen Reihenentwicklungen schreitenim einfachsten Falle (s. S. 68, 
n; = 2) nach Potenzen 


Ake ie pe) alee (4,4) 
fiir die Punkte stationarer Phase zweiter Art und nach Potenzen 
Ak +V/2 ie == @) 1h Ho. (4,5) 


fiir die Beitrage der Unstetigkeitspunkte von S(B) fort 1°. 
Liegt der Aufpunkt P(z, x, y) direkt auf der geometrisch-optischen 
Schattenflache (Punkt stationaérer Phase dritter Art), so gilt: 


WY = Weeom. ope. + Waiff.s (4,6) 
Wobei Weeom. opt. Cline nach Potenzen 
Akl? aa OS Tv (4,7) 


fortschreitende asymptotische Reihe ist. 


Die Anteile der Punkte stationarer Phase erster, zweiter und dritter 
Art, sowie der Unstetigkeitspunkte von S(B) kénnen physikalisch als 
Wellen, die von den dem betreffenden Aufpunkt zugeordneten Punkten 
stationdrer Phase erster, zweiter und dritter Art, bzw. den Unstetig- 
keitspunkten von S(B) ausgehen, gedeutet werden. Die Beugungs- 
erscheinung lat sich daher mit Hilfe der Methode der stationaren 
Phase als Interferenzerscheinung dieser verschiedenen Wellen dar- 
stellen. Die Methode der stationairen Phase zeigt somit, daB die Inter- 
ferenz der von allen Punkten des Bereiches B der Objektebene aus- 
gehenden, sich in alle Richtungen ausbreitenden Wellen asymptotisch 
fiir h > 0 so erfolgt, daB die Wellenausbreitung nach Elektronenbahnen 


10 BREMMER, On the asymptotic evaluation of diffraction integrals, Physica 
XVIII, 1948, Nr. 6—7. ’ 


1 van Kampen, Uber eine asymptotische Entwicklung von Beugungspro- 
blemen, Physica XIV, 1948-—49, S. 575 ff. 
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vor sich geht und von den oo? Elektronenbahnen, die mit verschiedener 
Anfangsrichtung durch jeden Punkt der Objektebene hindurchgehen, 
genau eine Bahn mit einer bestimmten Anfangsrichtung in bestimmten 
Punkten der Objektebene zur Intensitat einen Beitrag liefert. 


Die Richtung dieser zur Konkurrenz zugelassenen Elektronenbahnen, 
deren Anfangspunkt der Punkt stationdrer Phase erster, zweiter oder 
dritter Art, der zum Aufpunkt zugeordnet ist, bzw. ein Unstetigkeits- 
punkt von S(B) ist, ist im Falle, daB es sich um einen Punkt stationdrer 
Phase erster oder dritter Art handelt, durch die Richtung der einfallen- 
den Welle gegeben. Wenn es sich um einen Punkt stationarer Phase 
zweiter Art oder einen Unstetigkeitspunkt handelt, hangt die Anfangs- 
richtung der ,,einen Beitrag liefernden‘‘ Elektronenbahn von der 
Richtung der einfallenden Welle, vom Punkt-Punkteikonal und von der 
Berandungskurve S(B) ab, so da8 man wegen der Richtungsanderung der 
,einen Beitrag liefernden‘‘ Elektronenbahn auf S(B) von einer Brechung 
der Strahlen auf S{B) sprechen kénnte. 


Wenn man fiir y die asymptotischen Reihen einsetzt, so erhalt man 
fir J, eine im allgemeinen nach Potenzen fA*/? k = 0,1, 2 fort- 
schreitende Reihenentwicklung. Wenn man dann den Grenziibergang 
h — 0 durchfiihrt, so bleibt von den Beitragen der Reihen nach (4,3), 
(4,4), (4,5), (4,7) nur das erste Glied der Reihen nach (4,3), (4,7) iibrig, 
wahrend alle anderen Glieder verschwinden. Es ergibt also, wie bekannt, 
in der geometrischen Optik nur ein Punkt stationarer Phase erster Art 
fiir den Lichtraum, bzw. ein Punkt stationadrer Phase dritter Art fiir die 
geometrisch-optische Schattenflache zur Intensitat im Aufpunkt einen 
Beitrag, wahrend die Beitrage der Punkte stationarer Phase zweiter Art 
und der Unstetigkeitspunkte von S(B) verschwinden. 


Wie noch gezeigt werden wird, hangen die einzigen fiir # — 0 nicht 
verschwindenden Glieder von J, nur von yo(%o, Vo) (%, Vo Punkt stationarer 
Phase erster oder dritter Art) ab, wahrend die Ableitungen von yp 
nach %», Yy an diesen Stellen nicht vorkommen, das heibt es ,,strahlt“ 
im Falle der geometrischen Elektronenoptik nur der ,,Punkt“ stationarer 
Phase erster oder dritter Art aber nicht dessen Umgebung und nicht der 
Rand S(B). 


Die Modifikation der Intensitatsverteilung durch die Wellenmechanik 
besteht darin, daB y(P) nicht mehr nur von wp(%po, Yo), sondern auch von 
dessen Ableitungen nach % 9, yy abhangt, also von der Intensitatsver- 
teilung auch einer gewissen Umgebung des Punktes stationarer Phase 
erster Art, bzw. dritter Art, und daB die Berandung S(B) einen zu- 
saitzlichen Beitrag liefert. 


Gl. (2,68) entspricht einer asymptotischen Umwandlung eines 
Flachenintegrals in einen Bestandteil, der von den Punkten stationarer 
Phase erster, bzw. dritter Art abhdngt und ein Randintegral iiber die 
Berandung S(B). Diese Zerlegung ist in Spezialfallen in der Licht- 
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optik bekannt}® 18, Insbesonders zeigt KoTTLER in der zitierten Arbeit, 
daB unter gewissen Bedingungen fiir die einfallende Welle diese Zerle- 
gung in durchgehende Welle und Beugungswelle fiir die Wellen- 
gleichung der Lichtoptik streng gilt. Dies kénnte auch fiir die SCHRO- 
DINGERsche Wellengleichung gezeigt werden, wobei der Beweis ahnlich wie 
bei KoTTLeR zu fiithren wire. Der Beweis, auf den wir hier nicht naher ein- 
gehen wollen, beruht auf der Beniitzung des Satzes von der Erhaltung 
der Teilchenzahl. Da es jedoch fiir ein derartig kompliziert aufgebautes 
Integral wie (2,47) ohne stark einschrankende Bedingungen nicht még- 
lich ist, diese Transformation streng durchzufiihren, da sie auf die Auf- 
losung einer Vektorgleichung vom Typus rota = ) nach a hinaus- 
lauft, wurde die Ableitung nach der Methode der stationaren Phase 
gewahlt, die mathematisch durchgefiihrt werden konnte. Sie entspricht 
zwar nur einer asymptotischen Umwandlung eines Flachenintegrals, da 
sie die angegebene physikalische Voraussetzung, die KOTTLER beniitzt, 
nicht bendtigt, ist aber gerade aus diesem Grunde allgemeiner als die von 
KoTTLeR durchgefiihrte Ableitung. 

Die Anwendung dieser Theorie auf die Berechnung der Intensitats- 
verteilung in einem rotationssymmetrischen elektrisch-magnetischen 
Feld wird in einer weiteren Arbeit durchgefiihrt werden. 
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Uber eine Eigenschaft der Poiseuilleschen Strémung. 


Von 


Theodor Sexl 


Institut fiir theoretische Physik der Universitat Wien. 


(Eingelangt am 26. Juni 1954.) 


Theorem: Die unter Einwirkung eines konstanten Druckgefilles 
an den Rohrenden zustandekommende stationare Bewegung einer in- 
kompressiblen reibenden Fliissigkeit in einem kreiszylindrischen Rohr 
(POISEUILLEsche Stré6mung) ist durch die Eigenschaft ausgezeichnet, 
daB ihre Energiedissipation kleiner ist als die irgend einer anderen Be- 
wegung mit demselben Wert des Flusses durch das Rohr und der Be- 
dingung des Haftens der Flissigkeit an der Rohrwand. 

Beweis: LaBt man die z-Achse eines Zylinderkoordinatensystems 
(z,7,q) mit der Rohrachse zusammenfallen, so betragt! die gesamte 
Energiedissipation pro Zeiteinheit und pro Langeneinheit des Rohres 


dw\? 
ar { u(%| 224 dr, 
; \ dr 


wobei yw der Koeffizient der inneren Reibung der Fliissigkeit, w die Ge- 
schwindigkeitskomponente in der Rohrachse und a den Radius des 
Rohres bedeuten. 

Es sei nun w(7) eine gesuchte Funktion, welche 1. das Integral 


a 


[) w'* 2047 dr 


0 


zu einem Minimum macht, 2. denselben FluB durch das Rohr ergibt wie 
bei der PotsEvILLEschen Strémung, das heibt 


| w2nrdr = const. naw = oe , 


1 Vgl. z. B. H. Lams, Lehrbuch der Hydrodynamik, Leipzig, B. G. Teubner, 
2. Aufl. 1931, S. 655. 
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wobei (p, — »)/1 das im Rohr von der Lange / herrschende Druckge- 
falle bedeutet, und 3. die Haftbedingung an der Rohrwand w(a) = 0 
erfillt. 

Um diese Funktion zu finden, hat man nach LAGRANGE das Integral 
der Bedingung 2. mit einem Faktor 4 zu multiplizieren und zu dem 
Integral der Bedingung 1. hinzuzufiigen. 

Man hat also die Extremale des Integrals 


a 


fo w’?+ Aw)2ardr 
0 


zu finden. Diese wird geliefert durch die EULERsche Differentialgleichung 
des Problems 


7) aoe 
12 oe ese 12 are 
5 (yu w'* + dArw) a -(ruw*+tAarw) =O, 


d ae = a 
di ar) 2 


welche Differentialgleichung mit derjenigen fiir die PorsEUILLEsche 


Str6mung identisch ist?, wenn $= = ELE gesetzt wird; gq. €. d- 


das heiBt 


2c LAN Bal. CHS. OOK 


Buchbesprechungen. 


Angewandte Mathematik. Herausgegeben von A. WaLtHeEeR. Band 3, Teil I. 
Band 4, Teil Il. (,,Naturforschung und Medizin in Deutschland 1939—1946.‘‘ 
Fiir Deutschland bestimmte Ausgabe der FIAT Review of German 
Science.) IV + II, 307 + 161 S. Weinheim a. d. BergstraBe: Verlag Chemie, 
Cems Eb. 1953: 

Der I. Teil der hier vorliegenden Fiatberichte behandelt die Methoden der 
praktischen Analysis, konforme Abbildung, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Ver- 
sicherungsmathematik, Statistik und ihre Anwendungen, Darstellende Geometrie, 


' Vektor- und Tensorrechnung. Dazu kommen noch die Berichte iiber Chiffrieren 


— 


und Verfolgungskurven. Der zweite Teil bringt aus dem Gebiet der technischen 
Mechanik folgendes: Elastizitats- und Plastizitatstheorie, Schwingungen, Span- 


“nungsoptik, Fahr- und Flugmechanik, Regelung und Steuerung, Fligelflattern u. a. 


Die Berichte enthalten viel wichtiges Material, welches bisher nicht oder nur 
teilweise im Druck erschienen ist. 
Der Herausgeber hat zu diesen Berichten, welche tiber den zeitbedingten Zweck 
hinaus Bedeutung besitzen, eine interessante Einleitung geschrieben. 
E. Hirawka, Wien. 


Microwave Lenses. Von J. BRown. (Methuen‘s Monographs on Physical Subjects. 
Herausgegeben von B. L. Worsnop.) Mit Textabb., XI, 125 S. London: 
Methuen & Co. Ltd. — New York: J. Wiley & Sons, Inc. 1953. Geb. 8s. 6 d. net. 

Das Biichlein, das in der GroBe etwa einem Géschenband entspricht, gibt einen 
guten Uberblick iiber den derzeitigen Entwicklungsstand der Linsen fiir cm- und 
dm-Wellen, sowie iiber die Schwierigkeiten, die dabei noch nicht tiberwunden 
wurden. Die mathematischen Hilfsmittel, die ja zu einem tieferen Verstandnis 
dieses Gebietes unerlaGlich sind, wurden auf ein Minimum beschrankt und man 


ist immer wieder erstaunt, mit wie wenig rechnerischem Aufwand der Autor die 
_ Eigenarten der verschiedenen Linsen erlautert. Unseren mit cm- und dm-Wellen 
_arbeitenden Physikern kann das Biichlein deshalb empfohlen werden, weil es einen 
- bequemen Einblick in einen Forschungszweig erlaubt, der erst seit wenigen Jahren 


aktuell ist und sich aus nachkriegsbedingten Griinden vor allem in den angel- 
sachsischen Landern entwickeln konnte. K. STUCHLIK, Graz. 


The Auger Effeet and other Radiationless Transitions. Von E. H. 5S. Buruop. 
Cambridge Monographs on Physics. Herausgegeben von N. Feather und D. Shoen- 
berg.) Mit 49 Textabb., XIV, 188 S. Cambridge: At the University Press. 1952. 
Geb: 27 s: 6d. net. 

Die spontane Elektronenemission réntgenangeregter Atome ist 1923 durch 
Roprnson entdeckt worden, jedoch haben erst Versuche von AUGER, der den 
EinzelprozeB dieser strahlungslosen Vorgange 1925 in der Wirson-Kammer auf- 
fand, den Namen der Erscheinung festgelegt. Ihre nahere Verfolgung ergab als- 
bald, da ihr im Bereiche der Rontgenenergien keine geringere Rolle zukommt als 
den strahlungsbedingten Atomvorgangen der Réntgenspektren. Indem durch den 
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AuceErR-Effekt doppelt und noch hoher ionisierte Zustande der inneren Elektronen- 
schalen geschaffen werden, bringen sie Ausgangszustande fiir neue strahlungs- 
bedingte Rontgeniibergange hervor, die Rontgen,,funkenlinien“ oder Satelliten der 
normalen Rontgenspektren. Die Gemeinsamkeit der Ausgangszustande fiir die 
Emission von Réntgenlinien und von AuGER-Elektronen besagt aber auch, daf die 
Haufigkeit der strahlungslosen Vorgange fiir die Ausbeute der Linienproduktion 
maBgebend ist. Diese intime Verflechtung réntgenspektroskopischer Fragen mit 
dem AuGER-Effekt kénnte eine gemeinsame Darstellung beider Gebiete nahelegen. 
Der Verfasser hat es demgegentiber verstanden, seine Darstellung auf ein Minimum 
als bekannt vorausgesetzter Tatsachen der Réntgenspektroskopie zu griinden, so 
da8 dem Leser dadurch keine fiihlbaren Abschweifungen zugemutet sind. Die 
Eigenstandigkeit des behandelten Gebietes wird vielmehr dadurch unterstrichen, 
da8 die Ausgangssituation des AuGER-Effektes ja auch noch anderweitig zustande 
kommen kann, namlich bei der Ionisation innerer Elektronenschalen durch Elek- 
tronenstoB, bei der sogenannten inneren Umwandlung der Kerngammastrahlung 
in der Elektronenhiille, und bei der Kernumwandlung durch Einfang von Hiille- 
elektronen. Damit lag es nahe, gewissermassen anhangweise auch auf die strah- 
lungslosen Hiillevorginge der spontanen Umwandlungen angeregter Atome und 
Molekiile einzugehen, die der Autoionisation des Heliums und der Pradissoziation 
mehratomiger Molekiile zugrunde liegen. Der Verfasser hat es vorgezogen, diesen 
Anhang an den Schlu8 des Biichleins zu verlegen und der Behandlung der Gamma- 
strahlumwandlung jene von zwei weiteren Typen von Kernvorgangen anzu- 
schlieBen, der mit der Erzeugung und Vernichtung von Elektronenpaaren sowie 
der mit dem Mesoneneinfang durch Kerne verkniipften Umwandlungsprozesse. 

Die Stoffverteilung ist durch eine gewisse Bevorzugung theoretischer Gesichts- 
punkte und Ergebnisse mitbestimmt. Der einleitenden Ubersicht (10 Seiten) 
folgt die Theorie des AUGER-Effektes (12 Seiten) und erst anschlieBend die Schil- 
derung von Methodik und experimentellen Ergebnissen (41 Seiten) sowie der Be- 
ziehungen zu den Rontgenspektren (34 Seiten). Auch in der Behandlung der 
Gamma-Umwandlungserscheinungen (46 Seiten) sind die theoretischen Aussagen 
vorweggenommen, im Kapitel tiber die Paarerzeugung und -Vernichtung (18 Seiten) 
wird auf die experimentelle Methodik nur fliichtig hingewiesen. Zum Umfang des 
Abschnittes tiber Mesoneneinfang (9 Seiten) ist hervorzuheben, daB das Buch 
bereits im Dezember 1950 abgeschlossen wurde. 

Die Orientierung nach theoretischen Gesichtspunkten erméglichte eine be- 
merkenswerte Straffheit und Einheitlichkeit der Darstellung, die tiberall klar und 
leicht lesbar ist. Das Literaturverzeichnis umfaBt 316 Zitate und scheint keine 
Volistandigkeit angestrebt zu haben; es ist beziiglich der einschlagigen deutschen 
Ver6ffentlichungen unvollstandig. Druck und Ausstattung des Buches sind sehr gut. 

_ DaB eine ausfiihrlichere Behandlung der strahlungslosen Molekiilvorgange sowie 
der strahlungslosen StoBvorgange I. und II. Art nicht zum Plane des Buches ge- 
hért, diirfte auch die Frage unterdriickt haben, welche Gegenvorgange den be- 
handelten Spontanprozessen bei Warmegleichgewicht zugehéren. Der Umkehrung 
spontaner Paarbildungen entspricht ja eine strahlungslose Vereinigung der be- 
treffenden Partner im ZweierstoB, ein Vorgang, dem wegen der Bedingungen der 
Energie- und Impulserhaltung im allgemeinen keine endliche Wahrscheinlichkeit 
zugeschrieben wird. A. SMEKAL, Graz. 


Klektronenemission, Elektronenbewegung und Hochfrequenztechnik. Herausge- 
geben von G. GotBau und J. ZENNECK, unter Mitarbeit von W. BECKER, 
B. BEcKMANN, W.Burck, R. FELDTKELLER, K.FRANz, G. GouBAu, P. v. HANDEL, 
R. HONERJAGER, W. KROEBEL, H. MemInkr, R. MULLER, W.PFISTER, A. SCHEIBE, 
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wird die deutscherseits durchgefiihrte Grundlagenforschung aus der Zeit 1939—1945, 
und zwar vor allem in Hinsicht auf Elektronenoptik, Bildabtaster, Leuchtschirme 
fiir verschiedenste Werwendungszwecke und Verbesserungen der Schaltungs- 
elemente und -prinzipe. Im allgemeinen sind es weniger physikalische Fortschritte 
als elektrotechnische und konstruktive Verfeinerungen. — 9. HochfrequenzmeB- 
technik (SCHMELZER, SCHEIBE, KROEBEL, WEISSFLOCH, THEILE, STENZEL): Der 
duBerst umfangreiche Abschnitt, durch zahlreiche Literaturhinweise erganzt, be- 
handelt alle Messungen mit Hochfrequenz, beginnend mit MeBsendern und Fre- 
quenzmessung, fortfahrend mit Impedanzmessungen, Hochfrequenzoszillographie, 
Feldmessungen und mit der Messung von Materialkonstanten mittels Hoch- 
frequenz schlieBend. 

Ganz allgemein kann iiber das Buch gesagt werden, daB es gemeinsam mit 
seinem ersten Teil eine tibersichtliche Zusammenstellung der deutschen For- 
schungsergebnisse wahrend des Krieges bringt. Gerade auf dem Gebiet der Héchst- 
frequenztechnik, die ja in den letzten Jahren solch eine stiirmische Weiterent- 
wicklung erfuhr, gestattet es interessante Vergleiche mit dem heutigen Stand, 
wodurch ein schoner Einblick in den Entwicklungsproze8 der physikalischen 
Forschung auf diesem Gebiete gegeben wird. Die reichlichen Literaturangaben 
erhdhen auBerdem den Wert des Buches beim praktischen Gebrauch. 

Ke -OROSZ;,, (Graz. 


Theorie der chemischen Bindung auf quantentheoretischer Grundlage. Von 
H. Hartmann. (,,Struktur und Eigenschaften der Materie in Einzeldarstellungen. 
Begriindet von M. Born und J. Franck. Herausgegeben von S. Fliigge: 
Band XXI.) Mit 53 Textabb., VII, 357 S. Berlin—Géttingen—Heidelberg: 
Springer-Verlag. 1954. DM 46.80. 

Das eben erschienene Werk aus der bekannten Sammlung: Struktur und Eigen- 
schaften der Materie in Einzeldarstellungen vereinigt die Vorziige eies Lehr- 
buches mit denen einer Monographie. Es bringt zuerst im Abschnitt A die quanten- 
mechanischen Grundlagen der chemischen Bindung. Nach einer kurzen Ein- 
fiihrung in die Quantentheorie, wobei alles Wesentliche tiber Operatoren, Matrizen, 
Eigenzustande etc. in pragnanter Form auseinandergesetzt wird, werden die 
Naherungsmethoden erértert. Zuerst bringt der Verfasser die gewohnliche quanten- 
mechanische Storungstheorie fiir den nichtentarteten und entarteten Fall. Dann 
erértert er das Variationsverfahren, wobei besonders das Sakularproblem_ be- 
handeit wird. Dann wendet er sich den gruppentheoretischen Methoden zu, welche 
heute auch bei theoretischen Chemikern beliebt sind. In diesem Punkt unter- 
scheidet sich das vorliegende Werk ganz besonders von der ,,Einfiihrung in die 
Quantenchemie‘’ von H. HELLMANN (Verlag Deuticke, 1937). In iibersichtlicher 
Weise ist hier alles notige Riistzeug zusammengestellt um selbstandig Probleme 
lésen zu k6nnen. Insbesonders ist hier der Reduktion von Darstellungen ein 
breiter Raum gewidmet, in welchem die Bestimmung der Charaktere, der Basis 
zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen usw. Behandlung finden. Dann folgt 
eine Ubersicht iiber die wichtigsten Einkorperprobleme. Hierauf wird an das Mehr- 
k6rperproblem herangegangen, welches unter Zugrundelegung der SCHRODINGER- 
Gleichung erértert wird. Die Behandlung des Spins unter Verwendung von Opera- 
toren ist vollstandig und ausreichend. SchlieBlich werden die Produkteigenfunk- 
tionen und ihre Integrale in sehr allgemeiner Form zusammengestellt. Im zweiten 
Teil B findet der Leser alles Wissenswerte tiber Atome, und zwar ausgehend vom 
Wasserstoff tiber die statistische Theorie zu den héheren Atomen. Dabei wird das 
periodische System an Hand der Wellenmechanik klar herausgearbeitet und eine 
quantitative Theorie der Atomzustande gegeben. Die im ersten Teil bereitge- 
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stellten Mittel gestatten eine Erérterung der SLateRschen Theorie. Es folgen dann 
die Grundprobleme der chemischen Bindung, ausgehend von der Theorie von 
Lonpon und HEITLER, sowie ein AbriB der Methode der Valenzstrukturen und 
Molekiilzustande. AbschlieBend bringt der Verfasser noch einen Uberblick iiber 
die Feldtheorie, in welchem das reelle und komplexe Materiefeld zu Worte kommt. 
Im dritten und speziellen Teil ist eine treffliche Auswahl von Anwendungen der 
Methoden auf speziellere Probleme getroffen worden. Es finden sich die wich- 
tigsten Ergebnisse, welche die Aufwendung eines solchen mathematischen Appa- 
rates rechtfertigen. Ein Anhang erganzt in mustergiiltiger Weise den Text, indem 
er speziellere Formeln und Methoden zur Auswertung der haufig vorkommenden 
Integrale zusammenstellt. Den SchluB8 bildet eine Ubersicht iiber die wichtigsten 
Darstellungen des Gebietes. 

Zusammenfassend kann gesagt werden, da das vorliegende Werk jedem 
theoretisch interessierten Chemiker wirmstens empfohlen werden und daB dariiber 
hinaus auch der theoretische Physiker manche Anregung empfangen kann. 

P. URBAN, Graz. 


Drei Dialoge tiber Raum, Zeit und Kausalitit. Von G. Jarrr. 211 S. Berlin— 
Gottingen—Heidelberg: Springer-Verlag. 1954. DM 9.60. 

Der Verfasser stellt sich die Aufgabe, in Dialogen zwischen einem Physiker 
und einem Philosophen die Grundkonzeptionen der neueren Physik herauszu- 
arbeiten, beziehungsweise die Haltlosigkeit dagegen vorgebrachter Bedenken auf- 
zuzeigen. Im ersten Teil wird das Wesen unserer raumlichen Anschauungsform 
diskutiert, vor allem in Hinblick auf eine mégliche Nichteuklidizitat des Raumes. 
Der zweite Teil ist der relativistischen Zeitauffassung gewidmet. Der dritte er- 
lautert Wahrscheinlichkeit und Determinismus in der klassischen und in der 
modernen Physik. Man kann den Darlegungen beipflichten — vielleicht bis auf 
einen Punkt, da8 namlich im dritten Abschnitt die Existenz einer Quanten- 
elektrodynamik geleugnet wird. 

Das Biichlein kann dem empfohlen werden, der sich ohne Mathematik prinzi- 
piellen Einblick in die genannten Probleme verschaffen will. 

K. BaumMann, Wien. 


The Stability of Rotating Liquid Masses. Von R. A. LittLeton. Mit 19 Textabb., 
Wit, 150°S. Cambmudge: At the University Press. 1953. Geb. 35 s. net. 

Die vorliegende Monographie gibt einen ausgezeichneten Uberblick iiber dieses 
klassische Problem, das nicht nur aus kosmogonischem Interesse, sondern auch 
seiner mathematischen Schénheit wegen immer noch Beachtung verdient. Die 
Darstellung zeichnet sich durch eine hervorragende Klarheit und Ubersichtlich- 
keit aus. Insbesondere werden die entscheidenden Begriffe der Stabilitat mit 
eroRer Sorgfalt definiert und angewandt. Als wesentlich neuer Gesichtspunkt 
wird eine Entdeckung von E. CarTAn in die astronomische Literatur eingeftihrt, wo- 
nach die Serie der dreiachsigen JaKopischen Ellipsoide an ihrem ersten Ver- 
zweigungspunkt bereits véllig instabil wird. 

Das eigentliche Anliegen des Verfassers ist die im letzten Abschnitt des Buches 
behandelte kosmogonische Anwendung der Theorie. Dabei kommt er zu dem Er- 
gebnis, daB auf Grund der Cartanschen Entdeckung der sogenannten Teilungs- 
hypothese zur Erklarung des Entstehens von Doppelsternsystemen von Seiten der 
dynamischen Theorie der Boden vdllig entzogen werde. Lediglich zur Erklarung 
des Entstehens von Satellitensystemen glaubt er, der klassischen Vorstellung noch 
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einige Bedeutung belassen zu diirfen. Dieser SchluB des Verfassers sowie die da- 
mit verbundene Kritik an J. Jeans (cf. Astronomy and Cosmogony, Cambridge 
1929, Chap. VIII) erfordert jedoch vielleicht noch einige einschrankende Er- 
lauterungen: 

Nach der vorliegenden Theorie einer starr rotierenden, gravitierenden Masse 
homogener Dichte durchlauft diese mit zunehmendem Rotationsmoment eine 
Serie von Spharoiden mit zunehmender Abplattung. Wenn in der Masse Rei- 
bungskrafte wirksam sind, werden diese sogenannten Macraurinschen Spharoide 
von einem bestimmten Wert des Rotationsmomentes an ,,sakular‘‘ instabil gegen- 
iiber Stérungen zweiter Ordnung. Die Reibungskrafte bewirken dann, daf das 
System bei einer solchen Stérung sich von seinem Gleichgewichtszustand ent- 
fernt und in die stabilere Konfiguration eines dreiachsigen Ellipsoides tibergeht. 
Diese nun wieder stabilere Serie der sogenannten JAKopischen Ellipsoide erreicht 
bei weiter zunehmendem Rotationsmoment dann ihrerseits einen Verzweigungs- 
punkt, an dem die Konfiguration sakular instabil wird gegentiber Stérungen 
dritter Ordnung, zugleich aber auch — wie man jetzt gelernt hat — im gew6ohn- 
lichen Sinne instabil wird. Das hei®t, die durch eine infinitesimale St6rung ver- 
ursachte Bewegung wird exponentiell in der Zeit zunehmen unabhangig davon, 
ob Reibungskratte wirksam sind oder nicht, und in einem AusmaB, das allein 
durch die Dimensionen des Systems gegeben ist. In dem Punkt, in dem die JAKOBI- 
Serie instabil wird, kreuzt sie die Serie der von PorncARE entdeckten birnen- 
férmigen Gleichgewichtsfiguren, die nach den bisherigen Untersuchungen die 
Tendenz haben, sich mit zunehmender Exzentrizitat in zwei Teile abzuschniiren. 
Da die Serie aber sakular instabil ist und auBerdem das Rotationsmoment von dem 
Verzweigungspunkt an abnimmt, wird sie von einer sich kontrahierenden Masse 
nicht als Serie durchlaufen werden kénnen. Trotzdem wurde dies bisher als ein 
Hinweis dafiir gewertet, daB das Ergebnis der nach Eintritt der Instabilitat ein- 
setzenden nicht naher zu beschreibenden Entwicklung die Teilung der Masse in 
zwei Teile sein wirde, die sich dann auf angenaherten Kreisbahnen umeinander 
bewegen sollten. Dagegen wende der Verfasser ein, dal zufolge der vélligen 
Instabilitat im gewohnlichen Sinne die Bruchstiicke 1m Endeffekt hyperbolische 
Geschwindigkeit besitzen und sich unendlich weit voneinander entfernen mii®ten. 
AuBerde:n wiirde bei einer Teilung in zwei annahernd gleiche Massen das Doppel- 
sternsystem mehr Drehimpuls besitzen als das urspriingliche JAKoBische Ellipsoid. 

Trotzdem vor allem der erste Einwand formal richtig und sehr schwerwiegend 
ist, kann aus ihm die Unmoglichkeit der Entstehung eines Doppelsternsystems in- 
folge Rotationsinstabilitat einer sich kontrahierenden Masse noch nicht bewiesen 
werden. Wie denn aus einer so weitgehend idealisierten Theorie grundsatzlich 
nicht mehr als ein bloBer Hinweis erwartet werden kann. Das mége die folgenden 
Bemerkungen noch etwas deutlicher machen. 


Zunachst gilt diese Theorie nur fiir den Fall einer inkompressiblen Flissigkeit. 
Die zusatzliche Beriicksichtigung der Konfigurationen kompressibler inhomogener 
rotierender Massen (vgl. Jeans 1. c. Chap. IX) hatte zwar vielleicht die mathe- 
matische Geschlossenheit der vorliegenden Darstellung etwas gestért, ware aber 
fiir die kosmogonische Diskussion doch sehr wiinschenswert gewesen. Ndahert 
man namlich den kompressiblen Fall durch ein zusammengesetztes Modell an, 
bei dem die Instabilitat nur in einem dichteren, quasi inkompressiblen Kern auf- 
tritt, so entfallen schon formal die beiden Haupteinwinde des Verfassers. Denn 
wenn bei einer Teilung die beiden Kernbruchstiicke zunachst auch hyperbolische 
Geschwindigkeit besitzen, so werden sie doch einige Energie an die mitzunehmende 
Hiille abgeben miissen, die ihnen ihrerseits einen zusatzlichen Drehimpuls zu- 
fiihren kann, so daB die beiden Komponenten nicht unbedingt ins Unendliche ent- 
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weichen miissen, und die Entstehung eines stabilen Doppelsternsystems durchaus 
nicht ausgeschlossen erscheint. Andererseits aber ist nicht die Annahme der 
Inkompressibilitét, das hei®t einer homogenen Dichte die schwerwiegendste Ein- 
schrankung gegentiber der Wirklichkeit, sondern die Vernachlassigung des Energie- 
stroms im Stern (vgl. JEANS l.c. Chap. X). Dieser verursacht namlich in einem 
so rasch rotierenden Ellipsoid notwendig meridionale Zirkulationsstrémungen, 
die ihrerseits eine nichtstarre Rotation bewirken. Fiir eine entsprechende hydro- 
dynamische Theorie des Aufbaues und der Entwicklung sehr rasch rotierender 
Sterne existieren aber bisher erst eiige Ansatze, die es noch nicht erlauben, mit 
Sicherheit zu entscheiden, welches das Schicksal einer sich kontrahierenden Gas- 
masse mit groBem Gesamtdrehimpuls sein wird. 

Wenn die kritischen Absichten des Verfassers auf kosmogonischem Gebiet 
auch zu keinem ganz iiberzeugenden Ergebnis fiihrten, so sei doch dankbar her- 
vorgehoben, da& sie ihn andererseits veranlaBt haben mégen, eine so ausfiihrliche 
und schéne Darstellung der mathematischen Theorie zu geben. 

St. TemesvARy, Géttingen. 


Hinfiihrung in das Gebiet der mechanischen Schwingungen. Von G. W. VAN SANTEN. 
Aus dem Hollandischen iibersetzt von P. E. Kassner. Mit 216 Textabb., 
XV, 315 S. Eindhoven: N. V. Philips‘ Gloeilampenfabrieken: Philips‘ Tech- 
nische Bibliothek. 1954. 

Dieses Werk, das in leicht verstandlicher Weise geschrieben ist, entspricht 
allen Anforderungen, die man an eine Einfiihrung stellt. Die mathematische Be- 
schreibung der Vorgange erfolgt vom Standpunkt der praktischen Anwendbarkeit 
aus, wozu die klare und anschauliche Deutung der mathematischen Ausdriicke 
sowie die geschickt gewahlten Beispiele wesentlich mit beitragen. 

So lefert etwa ein Abschnitt iber die Fahrzeugfederung eine eindrucksvolle 

‘Anwendung der Theorie der Schwingungsisolierung. Neben der Untersuchung der 
Resonanzkurven wird der Fortptlanzung von Schwingungen ein breites Feld ein- 
gerdumt sowie auch Biege- und Torsionsschwingungen von Wellen mit ihren 
_tabellarischen und graphischen Loésungsmethoden behandelt. Einen eigenen Ab- 
schnitt nehmen ferner die verschiedenen Ursachen der Dampfung ein, an dessen 
Ende mehrere Arten zur Messung letzterer besprochen werden. Die verschiedenen 
~Methoden des Auswuchtens sowie die Besprechung einiger besonderer Schwin- 
gungserscheinungen, wie Tragtflachenschwingungen bei Flugzeugen, Flattern, 
durch Wind verursachte Drahtschwingungen, Kavitationsschwingungen und 
anderes runden die Arbeit nach der technischen Seite hin ab. 

Erwahnenswert sind ferner die Analogiebetrachtungen zwischen mechanischen 
und elektrischen Schwingungen, vermdge deren komplizierte mechanische 
-Schwingungen umgewandelt werden kénnen und damit den Rechenmethoden der 
Wechselstromtechnik zuganglich sind. 

Neben diesem theoretischen Teil findet sich ein rein praktischer, welcher von 
SchwingungsmeBgeraten, Hilfsmitteln und praktischen Anweisungen fiir Schwin- 
gungsmessungen handelt. 

Weiters fehlt in dieser umfassenden Darstellung mechanischer Schwingungen 
auch nicht Schall, Ultraschall und Seismologie; iiber Gasschwingungen in Ver- 
brennungsmotoren wird referiert. Auf mehrdimensionale Schwingungen wird 
nicht eingegangen. 

Einige Punkte mogen abschlieBend noch hervorgehoben werden. So zeigt 
unter anderem die Vielzahl der Figuren und Kurven sowie die sehr begrii®ens- 

-werte Zusammenstellung der verwendeten Symbole die sorgfaltigen didaktischen 
Uberlegungen. Fiir die praktische Verwendung erweisen sich die beigefiigten 
6: 
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Tabellen, wie z. B. fiir verschiedene Federkonstanten oder kritische Tourenzahlen 
von Stahlwellen, sehr niitzlich. Die zitierte Literatur gestattet ein tieferes Ein- 
dringen in die Teilgebiete. 

Damit wird sowohl dem Anfanger, als auch dem in der taglichen Praxis Stehen- 
den, dieses Buch als wertvolle Hilfe dienen. H. FIreBER, Wien. 


A History of the Theories of Aether and Electricity. The Modern Theories 1900— 
1926. Von Str EDMUND WHITTAKER. XI, 319 S. London—Edinburgh—Paris— 
Melbourne—Toronto—New York: Th. Nelsonand Sons Ltd. 1953. Geb.32 s. 6d. net. 

Gerade die Theorie des Athers und der Elektrizitat haben im ersten Viertel 
unseres Jahrhunderts die Entwicklung der Physik maBgeblich beeinfluBt. Eine 
Geschichte dieser Theorien tragt deshalb die Ziige einer Geschichte der Physik. 
Der Leser verfolgt im vorliegenden Band das Entstehen der alteren Quanten- 
theorie, der speziellen und allgemeinen Relativitatstheorie, der Matrizen- und der 
Wellenmechanik. Das Buch ist in neun Kapitel eingeteilt, die im wesentlichen der 
zeitlichen Aufeinanderfolge der einzelnen Theorien entsprechen, doch scheut sich 
der Autor nicht, auch Voraussetzungen, Ausblicke und Querverbindungen anzu- 
fiihren, die nicht dem betrachteten Zeitabschnitt angehéren. -So wird der Inhalt 
eine gliickliche Synthese zwischen Geschichtswerk und Lehrbuch. Sogar der 
iiber die Analysis hinausgehende mathematische Apparat, wie er als Vektor- und 
Tensorrechnung fiir die spezielle, als absoluter Differentialkalkil fiir die allgemeine 
Relativitatstheorie und als Matrizenrechnung fiir die Quantenmechanik not- 
wendig ist, wird pragnant und verstandlich bereitgestellt. Kiinstlerisch versteht 
es der Verfasser, durch eingehende Schilderung der experimentellen Gegebenheiten 
die groBen, befreienden Ideen vorzubereiten, ohne daB dadurch die Leistung des 
Bahnbrechers geschmalert wird. So kommt z. B. das Ingenium PorncaREs durch 
charakteristische Zitate zu seiner Wiirdigung. Denn dieser, den man hauptsach- 
lich als Mathematiker ansah, zog die entscheidenden physikalischen Konsequenzen 
aus dem Versagen der Versuche, eine ,,absolute’’ Bewegung festzustellen, wahrend 
wiederum der Physiker LorEeNTz das meiste zur mathematischen Formulierung 
beitrug, sich aber mit einigen weitreichenden Folgerungen bis zu seinem Tode 
nicht abfinden konnte. Aus dem Werk geht auch immer klar hervor, auf welchen 
Resultaten ihrer Vorganger die einzelnen Forscher aufbauten, und wie sie Kennt- 
nisse aus zunachst fernerliegend scheinenden Gelbieten verwendeten. Beispiele 
dafiir sind der urspriingliche Weg PLANcKs zu seiner Strahlungsformel und Bours 
Theorie der Atomspektren. Das Buch gewinnt auch dadurch, daB der Verfasser 
immer wieder versucht, eine Tatsache von mehreren Seiten dem Verstandnis 
naherzubringen. Kurz gefaBt ist das Kapitel iiber die Entdeckung der Matrizen- 
mechanik, aber es bringt treffend zum Ausdruck, wie sich Arbeit an Arbeit reihte 
als einmal der entscheidende Gedanke gefaBt war. 

Die Wellenmechanik wird bis zum Auftreten der Schwierigkeiten bei Be- 
trachtung mehrerer Teilchen verfolgt. Auch der mit dem Elektronenspin ver- 
bundene Fragenkomplex ist in diesem Bande nicht mehr behandelt. Dagegen 
werden die Bezichungen zur klassischen Mechanik sehr ausfiihrlich dargelegt, und 
auch die Vereinigung mit der Matrizenmechanik hergestellt, die mit der wellen- 
mechanischen Ableitung der KRAMERS-HEISENBERGsCchen Dispersionsformel und der 
Erklarung des Compron-Effektes durch ScHRODINGER den SchluB des Buches bildet. 

Es darf wohl gesagt werden, da jeder, der die beiden erschienenen Bande mit 
Interesse zur Hand nahm, mit Spannung dem Erscheinen des dritten entgegen- 
sieht, in dem der Autor sich die groBe Aufgabe stellt, den weiteren Ausbau der 
Theorien bis in die neueste Zeit zu schildern. H. STIPPpEL, Graz. 


Herausgeber, Eigentiimer und Verleger: Springer-Verlag, Wien I, Mélkerbastei 5. — Fir den Inhalt 
verantwortlich: Prof. Dr. Paul Urban, Graz, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. — 
Druck: Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O. 


Acta Physica Austriaca, Band 9, Heft 1. 


Forisetzung von der II. Umschlagseite 


Abbildungen: Sie miissen, wenn auch nur skizziert, doch so weit ausgefihrt sein, daB fiir 
den dem Thema fernstehenden Verlagszeichner keine Unklarheiten bestehen. Jede Zeichnung ist zu be- 
schriften; die Beschriftung soll das Lesen der Zeichnung auch ohne langes Suchen im Text erméglichen. 
Sie ist, als Beschriftung der Abb. Nr.... kenntlich gemacht, an der gewiinschten Stelle des Textes einzu- 
figen. Die Zeichenvorlage ist der Abhandlung auf gesondertem Blatt, das zwecks Vermeidung von lastigen 
Verwechslungen durch Autorennamen und Arbeitstitel gekennzeichnet sein soll, beizulegen. Man ver- 
gesse nicht, da8 Figurenwiedergabe und Textherstellung zwei gesonderte Arbeitsgange sind, die erst nach 
der ersten Korrektur zusammenlaufen. . i 


Formeln: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und hilt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an gesetzten Formeln bedingen einen unverhaltnismaBig groBen Auf- 
wand an Mehrarbeit. UnverhaltnismaBig in bezug auf die geringe Mehrarbeit. die der Verfasser hat, wenn 
er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmiBverstandlich schreibt, bzw. malt. — Die Formel- 
zeichen sollen woméglich den AEF-Normen entsprechen oder den in den beiden Handbiichern der Physik 

. verwendeten Zeichen angeglichen sein. — Langere mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls 
in einem mathematischen Anhang zusammengestellt werden; soweit gekiirzt, da8 der. Fachmann den 
Rechengang tibersehen und eventuell kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzu- 
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wenden, also (a + d)/c statt = oder e ati statte RT. 


Zitate ebenso wie Anmerkungen werden als FuBnoten mit durch die Arbeit fortlaufender 
Numerierung (zur Erleichterung der Riickverweisung, bzw. zur Vermeidung unndétiger Wiederholungen) 
gebracht. Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder die S.-B. der Akademie): A. J. DeMpsTER. 
Nature 136, 180 (1935). 


Autorenkorrekturen, das hei8t nachtragliche Textanderungen, werden, soweit sie 10% der Satz- 
kosten tiberschreiten, den Verfassern in Rechnung gestellt. 
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Bei der Sehriftleitung sind folgende Beitrige cingelangt: 


(Anderungen in der Reihenfolge bei der Verdffentlichung miissen aus technischen Griinden vorbe- 
halten bleiben.) 


Haefer, R. Methoden zur Messung niedriger Gasdrucke mit Hilfe der 


selbstandigen Gasentladung im transversalen Magnetfeld 15. I, 1954 
Harmuth, H. Uber die Lésung der Warmeleitungsgleichung mit 

elektronischen Rechenmaschinen ............. 21. IV. 1954 
Krzywoblocki, M. Z. vy. On Some Problems in Free Molecule-Slip 

plony sik euniCh. 26 eatin 2 then Sea tee eres Ahn VL LOO 
Schneider, H. Die vollstandige Deutung von Sondencharakteri- 

stiken fiir Plasmen mit mehreren Elektronengruppen rr .e LON: VET. - 1954 
Székely A., Zur Verstarkerwirkung von Gastrioden .... . 10. VII. 1054 


Székely, A. Eine neue Methode zur Erzeugung von Kipp-Schwin- : 
pie ee eee ee LOE VIET 104 


gungen mit der Gastriode ...... 
Bertele, H. y., Erscheinungsbild und Wesen der Fleckemission auf 
Quecksilber-Oberflachen— 2. 25-2. 45. ng Ne a, EK. 1984 
Rohatschek, H. Zur Theorie der Magnetophotophorese . . . . . 18. IX. 1054 


Higatsberger, M. J. Relative Haufigkeitsbestimmung von Li’/Lié 
mit einem nach neuen Gesichtspunkten entwickelten 15° ma- 
gnetischen Sektorfeld-Massenspektrometer . ......-. + 28 X, 1954 


Springer-Verlag in. Wien <f 


Methoden und Probleme der Wettervorhersage. Von Dr. Heinz 


Reuter, Privatdozent an der Universitat Wien, Observator an der Zentralanstalt 
fiir Meteorologie und Geodynamik in Wien. Mit 46 Textabbildungen. Vill, 


161 Seiten. 1954 Ganzleinen S 132.—, DM 22.—, $5.25, sfr. 22.60 


In den letzten Jahren sind neue, wichtige Erkenntnisse tiber den Mechanismus der 
atmospharischen Vorgange errungen worden, die fiir die Methodik der Wetter- 
vorhersage groBe Bedeutung gewonnen haben. Die moderne Entwicklung in Europa 
und Amerika findet ihren sichtbaren Ausdruck nicht zuletzt in der Ableitung ob- 
jektiver rechnerischer Methoden fiir die Konstruktion von Vorhersagekarten des 
Boden- und Héhendruckfeldes, wodurch die eigentliche Wettervorhersage eine verlaB- 
liche und objektive Grundlage gewinnt. Erstmalig bringt das Buch von Reuter 
eine zusammenfassende Darstellung dieser Methoden sowie der aktuellen Probleme 
der Wettervorhersage im allgemeinen. Der Verfasser hat sich bemiit, den nicht 
immer einfachen Stoff in einer Form zu bringen, die den Bediirfnissen des Wissen- 
schaftlers und des Meteorologen im praktischen Wetterdienst gleichermafBen ent- 
gegenkommt. . Seg 


Hydraulik. Ihre Grundlagen und praktische Anwendung. Von o, Prof. Dr. Josef 
Kozeny, ‘Vorstand des Institutes fiir Hydraulik, Siedlungswasserwirtschatft, 
Verkehrswasserbau und landwirtschaftlichen Wasserbau, Technische Hochschule 
Wien. Mit 544 Textabbildungen. XI, 588 Seiten. 1953. 


Ganzleinen S 528.—, DM 88.—, $ 21.—, sfr. 90.— 


» Das Werk entspricht den Erwartungen, welche die Fachwelt in die fiir sie schon 
seit langem zur Einheit gewordene Dualitat Kozeny-Hydraulik gesetzt hat. 
Souverdne Beherrschung der theoretischen und naturwissenschaftlichen Grund- 
lagen sowie die virtuose Eleganz bei der Anwendung des enormen, fast alle Gebiete 
der Mathematik beniitzenden Apparates geben dem Werk ein iiberragendes wissen- 
schaftliches Geprage. Sie stellen auch eine notwendige Bedingung dafiir dar, die 
mannigfachen, teils sehr verwickelten Zusammenhange zwischen den Modellen der 
Strémungsvorgange (Satze der Hydromechanik) und der Wirklichkeit. (Fort- 
bewegung des Wassers innerhalb von Bauwerken und in der Natur sowie die dadurch 
entstehenden Auswirkungen auf die Umgebung) in knapper Form und dabei doch 
klar/aufzuzeigen, worin ja das wesentliche Ziel der Hydraulik zu erblicken ist...‘ 
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Osterreichische Wasserwirtschaft 
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